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PREFACIO DEL AUTOR A LA EDICION 
EN LENGUA POLACA 


Ofrecemos este libro a los estudiantes que se inician en el Cálculo Di- 
ferencial e Integral. Su estudio permitiró al lector abordar tex>os mós 
extensos sobre el particular. 

Trataremos de presentar los teoremas más importantes y, si es posible, 
su demostración. Sin embargo, serán omitidas algunas demostraciones, 
pues, a nuestro entender, complicarían el aprendizaje a los recién iniciados. 

El lector debe tratar de resolver el mayor número de problemas pro- 
puestos. Debido a la falta de espacio, hemos limitado el número de estos 
problemas. 

Debo expresar mi profunda gratitud al sehor J. Auerbach por la ayuda 
que me prestó en la preparación de este libro. 


Stefan Banach 



INTRODUCCION 


Anticipemos algunas defiriiciones y teoremas de utiiidad subsecuente. 

1. Intervalo (a, ») o [a, 6] es el conjunto de números x que sa- 
tisfacen una de las parejas de desigualdades 

a<jr<ô, a<x<ô, a<x<6, a^x^b. 

E1 intervalo es cerrado si se cumplen las desigualdades 

Conocida la interpretaciÓn de los números reales èobre un eje numé- 
rico, llamaremos segmento al intervalo y puntos a los números. 

2. Recordaremo 9 ai iector la fórmula conocida bajo el nombre de Bi- 
nomio de Nevvton: 

(«+»)’=«•+(“)«”-»+ (5 )«-*■+• • •+(.I,)« , *—+ 


donde (*^=——'E1 sfmbolo (*) definido en la última 

fórmula es válido para ios valores fraccionarios, y negativos también, - 
de n. 

Por ejemplo. 


= 70, 


(S)= 8 r ^- 7 

/—10\ (- 1Q).(- li).(- 12H- 13).(- 14) __ 2Q02 

{ 5) 12 . 34:5 

(?■) (-ì)-(-i-H-ỳ-) ■(-)-«') - 

(-■))■ (-))•(-))- (-^) . 

-- î.2.3.:.* ' W 2*4-6... 2k » 


asf que 
etc. 


/ _*/, \ 1-3-5 _ 5 

{ 3 J =— 2T4T6 — îïï- 

3. De lafórmuìa de Nevvton se deduce, inmediatamente, la desigualdad 
Para xjsO. 
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Haciendo 1 obtenemos, para A^\ : 

A n ^ i-j-n(A-l). 

Ambas desiguaidades son válidas para un número natural n cualquie- 


4. La igualdad 


a-j-aq-\-aq* -f- . •. -j-û?"' 1 —a 


«- 1 ' 


se cumple para todo número natural n, cuando q 4 1. 

Esta es la bien conocida fórmuia para la suma de la progresión geo- 
métrica. 

5. E1 lector sabe, por su Geometrfa elemental, que los ángulos se -- 
miden en grados. En Matemáticas superior es preferible, sin embargo -- 
usar los llamados radianes como medida de los ángulos. 

Sea K un cfrculo con centro en el origen de coordenadas OXY, de ra- 
dio unitario. 

Elegimos en el plano OXY un sentido definido derotación ( en la Fig. 

1 se indica con una flecha) que considerarernos positivo ; una rota— 
ción en sentido contrario se tornará como negativa. 

Sea x un número arbitrario. Tomemos so- 
bre la circunferencia del cfrculo K (partiendo - 
de A) un arco de longitud |jf(en el sentido posi- 
tivo o en el negâtivo y tendremps , x<.° 

respectivamente. ( Er» el çaso de x * 0, el arco 
se reduce ai punto A). El punto B determina com 
pletamente ei extremo tìel arco sobre la circun 
ferencia del cfrculo K. E1 número x es la medi- 
da cíclica del ángulo AOB. 

Evidentemente, todo ángulo tiene una infini 
dad de valores +) en unidades cfclicas que di- 
P^ g i fieren entre sf en un múltiple de la longitud de 

la circunferencia, es decir, en 2 nn (n, entero). 
Para pasar de la medida en grados a radianes se usa la fórmula 



donde x expresa la medida en radianes, a el número de grados y n es un 
número entero arbitrario. 

Por ejemplo, la rnedida en radianes del ángulo recto XOY será la - 
cuarra parte de ia circunferencia, es decir, , y tambien cualquier nû- 
mero de la forma ŷ-(-2/m l n » entero); la medida en radianes del ángulo 
semicircular AOA será la mitad de la circunferencia, esto es n, y tam 
bién cualquier número n-j- 2 nn (n , entero), por consiguiente, todo múl- 
tiplo impar de n, e tc. 

6. Recordemos las conocidas desigualdades: 

|í(, 

\a — b\^\a\ — \b\. 



INTRODUCCION 


válidas para núm&ros cualesquiera a, b. 

7. Se dice que los números a y b difieren en menos de e, s 
lugar la desiguaídad ja— es decir, las desigualdades 
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CAPITULO I 

TEORIA DE LAS SECUENCIAS 
CONCEPTO DE SECUENCIA 


1. Definición de secuencia.* Si se tiene una ley segûn la cual 
a cada número naturai corresponde un número determmado se dice 
que una secuencia de números ha sido dada. 

Ejemplo. Sea una ley, según la cual a cada número natural correspon 
de un número en la siguiente forma: al número 1 corresponde 1, al nû 
mero 2 corresponde t, al número 3 corresponde 1/3, etc., en general 
al número n corresponde 1/n. Escribiendo estos números obtenemos - 
la secuencia 1 1 1 1 

T» T’ T' T* ••• 

E1 número correspondiente a la unidad se llama primer término - 
de la secuencia, el número que corresponde al dos es el segundo tér- 
mino de la secuencia, etc., el número correspondiente á n es el ené - 
simo término de la secuencia. 


Los términos de una secuencia se representan en la siguiente fòr 
ma: tomamos una letrs arbitraria, a, por ejemplo, el primer término 
lo representamos con el simbolo a v el segundo término con el sfmbo- 


lo a t etc., el término general (enésimo) con el sfmbolo a n . Se leen — 

asf: a primera 6 a fndice 1 , a segunda 6 a fndice 2, etc., o enésima 6 a 
fndice n. Observemos que si a „ es el enésimo término de una secuen- 

cia, o n+t serfa el término subsecuente, o n+1 , será el segundo término 
subsecuente etc., y el término a n+h será el k-ésimo después de a „ — 
Asfmismo, a _ es el término que precede al a ». °»-» el que precede- 
al c n _j,, etc., La secuencia cuyo término general es o„ frecuentemente 


se representa en forma abreviada por {o„}; por ejemplo, la secuencia 
^’T* T’ T* •** se representa con el sfmbolo 


Nos proponemos ahora este problema ien qué forma puede obte- 
nerse una cierta secuencia? . O en otras palabras c por qué método - 
puede darse una secuencia? En diversos casos puede procederse de - 
manera diversa. 

Mostremos algunos métodos para formar secuencias. 

1. Damos una secuencia mediante una fórmula, digamos por ejemplo 

o n = 5 n. 

Vemos de inmediato que 


a, = 5, a t = 5-2 = lO, 03 = 5-3=15,..., o 10 = 5-20= 100, ... 


Análogamente, dada la secuencia mediante una fórmula, haciendo 


a n = 5o* — n 1. 

+ Llamada también sucesiôn.N.de los T. 
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entonces fl, = 5, a t = 19, a t = 43, .... a 18# = 49901, ..... 

2. Damos una secuencia diciendo, por'ejemplo, que a „ es la enésima - 

cifra del número V"2 . Enoontramos que 

a, = 1, a t = 4, a t = 1, ... 

Calculando Ý~2 por medio del conocido algontmo encontramos la pri— 
mera, segunda, tercera, etc., cifras., Asf pues, nuestra secuencia que 
da determinada. 

Similarmente definimos una secuencia diciendo que «„ es la cifra 
enésima del número n. 

3. Otro método para dar una secuencia es el llamado método de 
recurrenciaí Consiste en dar el primer término y ei método de — 
cálculo del término enésimo con auxilio de su predecesor.Aclanemos 
con algunos ejemplos. 

a) Sea que el ppimer- término-es cero v cada uno de los siguien- 
tes el triple de su- predecesor mas dos, es decir 


a, = 0, a„ = 3a„_ t -j-2. 

Tendremos 

a, = 2, a, = 8, a 4 = 26, .. 

b) Sea uno el primer término y cada uno de los siguientes igual a 
la suma de todos los términos precedentes, es decir 

a, = 1, a„ = a, -f - -f" a * ~h • • • 

^ i 

En este caso 

a g = l, a t = 2, a 4 = 4, a t = 8, ... 

c) Sea que el primer término tiene un vaior a y cada uno de los - 
siguientes es igual al precedente más un número d, es decir. 


a t = a, a„=a„_ t -\-d ( progresión aritmética ) 

Tendremos 

a t = a-\-d , a t =a-\-2d, ... 

2. Secuencias Monótonas. Una secuencia es creciente si ca 
da uno de sus términos es mayor que su precesor, es decir, a m ^>a„_ t ; 

es decreciente si a„<a„_,; esno-decreciente si a„>a„_,; y- 
no-creciente si a n <a„_,. Se llama monótona a cada una de estas 

secuencias. Las secuencias decrecientes y ias crecientes se dice que 
son estrictamente monótonas. 

Ejemplos. 

1. La secuencia{«}de los números naturales es creciente. 

2. La secuencia /—>de los inversos de los números naturales es decre 
ciente. 

3. La secuencia{a„}, donde a „ representa latotaiidad de los números na 
turales divisibies entre tres, no superiores á n, es no-decreciente: 
_ a,=0, 0 ^= 0 , Q| =~1 , a 4 = 1 , a,= I, a,=2, ... 

+ O método de recursidh.N.de ios T. 
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4. La secuencia es no-creciente: 0 ^= a t = a „ = \, a 4 =a, = -j,... 

3, Secuencias acotadas. Una secuencia es acotada si todos - 
sus términoç pertene'cen a un intervalo finito (-M, +M) ó en otras pala- 
bras, cuando 

(Af>0), |a„J<yM (n= 1, 2, 3, ...). 

Ejemplos. 

1. La secuencia{a„},donde a es la enésima cifra decimal del número — 
V2, es acotada, toda vez que |a„j<lO. 

2. La secuencia es acotada, ya que |a„|<l. 


Observemos que una secuencia acotadano necesariamente es monó 
tona y viceversa. Por ejemplo, la secuencia 

es decir, a^ = o, a^ = 1, a^ » 0, a^ * 1, __ es acotada pero no es mo- 

nótona y la secuencia {«} de los números naturales es monótona, pero no 
es acotada. 


4. Operaciones entre secuencias, La multiplicación de una - 
secuencia por un número, la suma, la resta, la multiplicación y la divi- 
sión de secuencias se definen de la siguiente manera. 


Para multiplicar una secuencia por un número, se multiplica cada- 
uno de sus términos por ese número. Por ejemplo, el producto de la .se 
cuencia (a^, a^, a^, ... a^, ...) por el número m es la secuencia (ma v ma t , 
ma tt ... , ma n , ...). 

Dos secuencias se suman, restan, o multiplican, sumando, restan- 
do o multiplicando sus términos respectivos, Por ejemplo, dadas las dos 
secuencias: 


(®ii ®ji • • • i ®iii • • >)i (P\ì • • • * b ut ...), 


obt enemos: 
sumando, 

restando, 

multiplicando, 


(0,+*.. «, + &.* • • • » a n~\~bn> • • •)» 
(a,— ù x , a, — b t , ... , g„ — b nt ...), 
(a x b v a t b tt ... , a n b nt ...). 


* E(x) representa ei mayor entero. que no excede á x. Por ejemplo, 

E(5) » 5, E(îi) ■ 3, E( lg 2) » 0, etc. 

E1 número E(x), satisface la desigualdadx— i<£'(x)ssje,lo que se dedu- 
ce inmedìatamente de la definición. 
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E1 cociente puede definirse solamente en el caso en que todos los 
términos de la secuencia, entre la que sedivide, sean diferentes de ce- 
ro, ya que .dividir entrecero es imposible. 

Para dividir una secuencia entre otra (cuyos términos son diferen- 
tes de cero) se dividen los términos de la primera entre losCDrrespon- 
dientes términos de la segunda. Esto significa que para las dos secuen- 
cias 


donde todo 


(a v ... , a n , ...) y (b v b v ... , b nt ...), 
es diferente de cero, su cociente es la secuencia 


(?L «£ °n \ 

U’ V ••• * b n ' - • 


Las operaciónes indicadas, entre secuencias, se expresan simbóli- 
camente en lasiguiente forma: 


'• fcfíïfcr ,!- 1 


PROBLEMAS 

1. Demostrar que la secuencia l} es creciente * 

2. Demostrar que la secuencia donde a n es la enésima cifra de un 
número irracional arbitrario, no puede ser monótona. 

3. Demostrar que para cualquier número x, arbitrariamente elegido, la 

secuencia es acotada. 

4. c, Es acotada la secuencia {i + x + x *-\-... +x"} para todo x? 

CONCEPTO INTUITIVO DE LIMITE DE UNA SECUENCIA 

5. Lfmite de una Secuencia Monótona. Al concepto de lími- 


te de una secuencia puede Uegarse intuitivamente de la siguiente mane- 
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ra ( Sea { a m } una secuencia monótona, creciente por ejemplo..Doa ea- 
•oa 9on postbles: 

1) Los términos ae la secuencia crecen ilimitadamente. Esto sig- 
nifica que para un número grande dado, todos los términos de la se-- 
cuencia a partir de cierto término, son mayores que este número; 


2) O bien.los términos de la secuencia {«»}- no crecen ilimitada — 
mente.existiendo un número gal que todos los términos de la se-- 
cuencia {«„} se aproximan ilimitadamente.lo que significa que dado el 
número arbitrariamente pequefio e>>0 podemos encontrar cierto tér— 
mino de la secuencia, tal que todos los términos subsecuentes difieran 
de g en una cantidad menor que e. 

Este número g se LLama Lfmite de La secuencia y se escribe asf: 
lim a n = g. 

n-¥ oo 

Se dice que la secuencia {a n } converge a g. 

Pueden hacerse observaoiones análogas en relación con las secuen 
cias decrecientes. 

Formularemos desde iuego, La siguiente proposición: 

Teorema. Toda secuencia monótona acotada tiene 

un Lfmite ( es convergente). 

Ejemplôs. 

1. La secuoncia {«} es creciente, pero nô es acotada. Asfmismo ia se- 
cuencia {«*}. 

2. La secuencia jl — es creciente y acotada y su Lfmite es 1. 

3. La secuencia ji-j. es acotada y decreciente, su limite es 0. 

4. La secuencia / 3 ” + l | 6 / j- 4- ---■ 8 .1 es acotada y decrecien 

1 5a — 1 / '5 ~ 5(5» — 1)/ 

te y su Lfmite es 3/5. , 

6. Definicidn general de Lfmite de una secuertcia. Con- 

sideremos ahora una secuencia {«„} cuaiquiera no necesariamente mo- 
nótona. Puede suceder que exista un número g, aL que los términos de - 
La secuencia se aproximen ilimitadamente. Esto significa que dadò un - 
número arbitrariamente pequeno e>0 encontremos cierto término de 
la secuencia tai que todos los subsecuentes de éste, difieran de g, en - 
una cantidad menor que e. 

Puede demostrarse que si tal número existe es único. 

E1 número g se Ilama Lfmite de La secuencia, y como an- 
tes, se representa por: 

lim a n = g. 

Si la secuencia { a n } no tiene límite se dice que es divergente. 


Ejemplos. 
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1. La secuencia j- J* | es convergente, y su lfmite es igual a cero. 

2. La secuencia {(—1)"} es divergente. 


7. Criterio particuiar de co n v e r g e n c i a . Frecuentemente- 
resulta diffcil determinar si una secuencia posee un ifmite o no, En -- 
muchos casos es útil el siguiente teorema: 

Si la secuencia { c n } está comprendida entre dos 

secuencias {a w } y {&„}, que convergen a un mismc - 
lfmite, la secuencia { c n } converge a ese lfmire co-- 
m un. 

Observación. Decimos que la secuencia {c„} está comprendida en- 
tre las secuencias {a w } y {í? n } si para todo n se cumplen las desiguai- 
dades siguientes 

a 0 < c n < b n . 


Ejemplos. 

1. La secuencia 


1 « / 


tiene á x por lfmite; en efecto, tenemos - 


nx — 1 < E (nx) nx. 


por consiguiente. 


—ì< 


g(»*> 

n 




y como cada una de las secuencias M convergen al If - 

mite x, la secuencia comprendida entre ellas, tendrá el mismo 

lfmite. 


2. La secuencia v^j’donde a es la enésima cifra del número tr, tie-- 
ne á 0 por lfmite, ya que elfk está comprendida entre las secuencias — 
{0}, j , cuyo Ifmite común es 0. 

8. Operaciones entre secuencias convergentes. Si {«„} 
y {ô B j son dos secuencias convergentes, puede demostrarse el si— 


guiente: 

Teorema. Para las secuencias con ve rgentes {a B ±ô B }, 
K}, {a n b„}: 


1 ) lim (a„ ± £„) = lim a n + b n ; 

n-*cc «-»ao 


2) Si c es un número arbitrario 
lim ca n = c lim a n ; 

n-*a o n-Eoo 
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3 ) litn (a n ô n ) = lim a n *lim b n . 

n-nx> n-* oo n-+ oo 

Además, s\ b n ^=0, ìim ^ n ^O, entonces, la secuencia 

n-t oo ' n 1 

es convergente y 


lim a n 

lím On "-»«> 

»lim b n ’ 


9. Secuencias que divergen a - 4 - 00 . Introduzcamos el si-- 
guiente método conveniente de expresión, Diremos que la secuencia {«„) 
diverge a -f -00 * , si para todo número arbitrariamente grande A exis 
te cierto término de la secuencia a pa rtir del cual todos los - 
términos subsecuentes son mayores que A. 

Lo que escribimos como sigue: ìim a n =-j-oo. 


Ejemplos de estas secuencias son {«}, { 2 "), {n* — n} 

Análogamente, diremos que la secuencia {a„| diverge a — 00 , 

si para todo número arbitrariamente pequeno A ( algebráicamente), exis 
te cierto término de la secuencia, a partir del cual, todos ios términos 
subsecuentes son menores que A, Se escribe como sigue: 

lim a n = — 00 . 

Ejemplos de estas secuencias son las anteriores si se multiplican por - 

- 1 . 

Otros ejemplos lo son {n — n’}, {— 10 "} 

Procede observar que las secuencias que divergen á -f -00 6 — <x>, 
no tiene lfmite y que los sfmbolos-f- 00 y —00 por ningún motivo son nû 
meros, sino solamente una forma abreviada de escritura. 

Observación, Si se escribe sin nin ê un a explicación - 

ulterior debe entenderse que la secuencia { a n } es convergente y que 

por consiguiente g es un número real y no uno de los sfmbolos-j-oo, — 00 . 


# Se dice también que " tiende a -f <» 
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1 o. Teopemaa sobre secuencias que divergen a Hhoo. 

Pueden demostrarse los siguientes teoremas. 

a) Si la secuencia {a„} es acotada y lim £„=-{-oo, tendremos 

n -*oo 


lim (a n -{-b n ) = -{- 00, 


lim (a n — b n )=— 00, 
«-►00 


^lim Y n =0 t>ajo la condición de que b n =£0 para toda n. 


t>) Si lim a„ = -foo y Hm b n = —oo, tendremos 

• »-»00 »-*co 


lim (a„ — £„) = - 4 -oo, 
lim ( a n b„) = — 00. 


c) S i iim a =+00 y lim b n =+ 00 , tendremos 

n-+oo " n-+oo 

lim (a -j-b ) = -L- 00 

n-+ 00 ' 

lim (a n b n ) zss -j- 00 . 

d) Si lim a n = g, g=/=0 y lim £„ = -j-oo, tendremos 

lim (a n b n ) = / +°° P ara £>°. 
b-+oo (—00 para £<0 

e) Si lim a n = g, g=^=0 y Hm b„ = 0, &„>0, tendremos 

lim ¥=) +~ P a ^ a £>0, 

«-+00 °n 1 —00 para g<o. 

PROBLEMAS 

1. Demostrar que la secuencia |swnfl para cualquier número arbitra 

rio x tiene á 0 como lfmite. ' n ' 

2. ô La secuencia }(— i)"n| diverge a -f® 6 - <» ? 

3. Demostrar que la secuencia {«* —'5«*-j-3}, es decir. 
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{”•('- 4 + 1 )}. 


diverge a -f 00. 

4. Demostrar* lo mismo para la secuencia J3" — »}, haciendo uso de la - 
aesigualdad 3 n ssi+2/» i ver Introducción parágrafo 3 ). 


DEFINICION RIGUROSA DEL LIMITE DE UNA SECUENUAS 


U. Segmentos de una secuencia. Si tenemos una secuencia - 
a,>, .a' ,...., cualquiera, diremos que el conjunto de términos que 

subsisten después de eliminar los n-1 primeros términos de dicha se-- 
cuencia forman su segmento enésimo. Por ejemplo, el segmento 
sexto será el conjunto a t , a 7 , a t , ..el centésimo será a 1## , a 10I , a I#t , . 

En particular el primer segmento dè una secuencia contiene a todos los 
términos de ella. 

Los segmentos de una secuencia se representan por los símbolos - 
Aj, A^, A^, . ; el fndice de A representa a 1 nûmera del segmento. 

Asf pues por ejemplo, A & representa el segmento sexto. 

Expongamos algunas propiedades evidentes de los segmentos que - 
nos serán de utilidad en lo que sigue. 

1. Si se tienen dos segmentos cualesquiera, A 5Q y A 1Q0> por ejemplo, - 

entonces siempre, el último segmento, está contenido en el primero; en 
nuestro caso, A 1Q0 está contenido en A 5Q . 

2. Si tomamos un segmento arbitrario, A 100 por ejemplo, únicamente - 

un número finito de términos de la secuencia no forman parte de este - 
segmento. En nuestro caso el segmento A 100 solamente no contiene los 

99 primeros términos, es decir, a t> a . a 

1 2 99 

3. Recfprocamente, si tomamos arbitrariamente un número finito de -- 
términos, existe un segmento que no los contiene (por ejemplo, todo -- 
segmento de fndice mayor que todos los fndices de estos términos). 

4. Análogamente, si se toman dos segmentoe arbitrarios, A 5Q y A 10Q - 

por ejemplo, solamente un número finito de términos de primer seg-- 
mento no estâ contenido en el último. En nuestro caso los 50 primeros 
términos del segmento A 5Q , a saber: a 5Q , a gl , a^, ...,*a 99 no están -- 

contenidos en ei segmento A 100 . Los términos restantes del segmento- 
Ag 0 están contenidos en A 1Q0 . 
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12, Secuencias que difleren entre sf únicamente en el 

orden de sus términos. De dos secuencias se dice que difieren 
êntre sf, solamente por ei orden de sus términos, si cada término apa 
rece un número igual ( finito o infinito ) de veces en ambas secuencias, 
Ejemplos. Se dan a continuación secuencias que solo difieren en el or- 
den de sus términos: 

1. ( 0, 1, 0, 1, 0, 1, ...) y ( 0, 0. 1, 0, 0, 1, 0, 0. 1, ... ) 

2. ( 1, 2, 3, 4, 5, 6, ...) y ( 2, 1, 4, 3, 6, 5.) 

En tales secuencias -tiene lugar el siguiente 

Teorema. Si dos secuencias difieren entre sf - 
solamente en el orden de sus términos, entonces ca- 
da segmento de una contiene un cierto segmento de - 
1 a otra.. 

Demostración. Sea a^, a^, a^, ..... la primer secuencia y b^, b^, 
b^,_la segunda. Supongamos que ambas secuencias difieren entre sf 

solamente en el orden de sus términos. Consideremos un segmento- 

cualquiera de la primer secuencia, A n por ejemplo. Este segmento so- 

lamente no contiene a ios términos a^, a^, a^, ... a^. Estos últimos -- 

términos aparecen en la secuencia b^, b^, b^, ... b^, ...(quizá en otro or 

den . Como su número es finito en la secuencia b^, existe un se 8-- 

mento total que llamaremos B^, que no los contiene. Es claro entonces- 

que el segmento B está contenido en A . En efecto, cada término del -- 
r ' n 

segmento B es el último de los términos a^, a^, a^, ..... a^ y el seg— 
mento A^ contiene todos los términos de la secuencia, excepto éstos. 

Ejemplos, Sea {«„} la secuencia de los números naturales 1, 2, 3, 4, .. 

es decir, a H =n , y(Mla secuencia 2, 1, 4, 3, 6 , 5, es decir — 2 n, 

b tn = 2n — \. El segmento A & contiene, por ejemplo, a B 10 , 

13. Concepto de AproximaciÓn, Sediceque cierto núme- 
po a se aproxima á un número b con un error menor- 
que e, si ja_ô|< 8 . 

Se dice tambien que a es un valor aproximado - 
del número b, con un error menor que e. 

Supongamos que a se aproxíma á b con un error menor que t. 

Es ciaro entonces que a se aproxima à b con un error menor que i|, si 
*l>e. 

En cambio, si i)<«, es posible que a no se aproxime á b con — 
e rror menor que i). 

xEl concepto de valor aproximado es muy importante, ya que en la 
Práctica trabajamos casi siempre con números aproximados. Ello ocu-- 
p re, bien porque los valores exactos nos son desconocidos ( las medicio- 
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nes siempre resultan inexactas con mayor o menor error dependiendo- 
de la prècisión de los instrumentos de medición) 0 bien porque las ope- 
raciones para obtener los datos numéricos resultan demasiado compli- 
cadas para obtener valores exaotos. En ios cálculos se emplean, por -- 
consiguiente, valores más o menos aproximados, dependiendo de la e-- 
xactitud que pueda lograrse. 

Ejemplos. 

1. E1 número 3.1416 se aproxima al número n con un error menor que - 
2 ôèôô- Esto signifíca que 

I’'- 3 ' U, «I<2Ô5ÔÔ 


2. E1 número 1.41 se aproxima a |/2 con un error menor que 1/200. Si a 
se aproxima á b con un error menor que e, entonces, como se ha dicho 
|a — ô|<8. También puede escribirse 

a — e</><a-f-e 


(ver Introducción, parágrafo 7 ). 


Diremos que un segmento de una secuencia se aproxima a cierto 
número g con un error menor que e, si cada uno de los términos de es 
te segmento se aproxima á g con un error menor que e . 


Por ejemplo, sobre la secuencia 1, 1/2, 1/3, .. 1/n puede decir 

se que el segmento A 1Q01 se aproxima á 0 con un error menor que 1/1000. 


Si un segmento de una secuencia se aproxima a un número g, con 
error menor que e entonces todo segmento contenido en aquél, es de 
cir, todo segmento subsecuente, también se aproxima á g con uu error - 
menor que e. 

Por ejemplo, en la secuencia considerada el segmento A 2000 , tam 
bién se aproxima a cero con un error menor que 1/1000, 


14. Definición de limite. Se dice que elrìúmero g es el lfmite - 
de la secuencia a^, a^, a^, .... a^, ... si en esta secuencia existe un 

segmento que se aproximeâ g con un error convenientemente pequeno, - 
en otras palabras, si para cada número e>o existe un segmento que se 
aproxime á g con un error menor que e *. 

Lo que se escribe asf : 

lim a„ = g. 

»-♦00 

En lugar de decir que una secuencia tiene un lfmite g, frecuente-- 
mente se dice que la secuencia converge á g 6 que la secuencia tiende a- 
g. Análogamente, en lugar de decir M la secuencia tiene un lfmite" es co- 
múndecir : " la secuencia es convergente". 

Ejemplos. 


1. lim — =0. 

n -+00 n 

* Como es facil ver, la definiciôn anterior de lfmite es equivalente a_ 

esta definiciôn. 
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2. La secuencia ( 0, 6, 0, 66, 0, 666, ... ) tiene un lfmite igual al número- 
0.666 2/3 . 


3. La secuencia cuyo término general es a_=—í — tiene un lfmite igual 

"-H 

á 1. Para demostrarlo tomemos un segmento arbitrario Si a^ perte- 


nece al segmento A^, 


es decir, si nss/V, entonces 



es decir, que el segmento A^ se aproxima al número 1 con un error me- 


nor que 1/N. Por consiguiente, si queremos que el error sea menor que - 
cierto número definido e>0 ( e=y§QQ > por e j ern P*°) es su fi” 

ciente elegir á N de manera que jçr<s, es decir queN>i-. Asf pues, todo- 
segmento con fndice mayor que y, se aproxima á 1 con un error me — 


nor que e. Como e es un número arbitrario, existe un segmentoque se- 
aproxima á 1 con un error arbitrariamente pequeno, por tanto 



Este es un método tfpico de demostración de que cierta secuencia 
tiene un Jlfmite g. Afialicemos esta demostración.. 


Ante todo se considera un segmento A^ arbitrario y un término a^ 

arbitrario también de esté segmento, es decir un término cuyo fndice es- 
mayor o igual á N.Estudiaremosla diferencia | g—a n \ y nos proponemos - 


conociendo N, determinar cierto número para el que todo | g — a n \ sea me- 
nor que dicho número, toda vez que N es decir, toda vez que a se - 

/ •«. ** 

aproxime á A . En el ejemplo anterior tal número fué 1/N. tiste número- 
se deíinirá m^diante una expresidn que dependerá exclusivàrnente de N ý- 
no de n. Nos resta demostrar que existen segmentos para los que los nú-- 
meros correspondientes son arhitrariamente pequenos. 

Asf pues, si la secuencia tiene un'lfmite g, entonces pai a un nume- 
ro arbxtrario e>0 existe un segmento de la secuenciâ A^, cuýos térmi- 

nos todos se aproximan á g con un error menor que • Por consiguiente los 
únicos términos que no se aproxjman á g, con un erroh menor que 8, es- 
to es que no pertenecen al segmento A^ son finitos én número. Por lo tan 

to podemos formular la siguiente proposición: 

Si \un a n —g y cierto e>0 es dado, existirá solaìmente 

un número finîto de términos de la secuencia que difie 
ran de g en e o en otra cantidad mayor que e. 


Reciprocamente, si para una secuencia dada 

se dem'uestra que existe cierto número g, tal que para 
un número arbitrariamente elagido e>0 solamente un 
número finito de tê^rminos de esta secuencia difieran - 
de g en una cantidad no mexior que e, tendremos 


Ura a n =g. 
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En efecto elegido un número arbitrarioe>0,podemos afirmar que en - 
la secuencia existe un segmento A que no contiene un sólo término del - 

N 

número finito de términos mencionados; por consiguiente, todos los tér-- 
minos de este segmento se aproximan á g con un error menor que 8. 

Ei razonamiento anterior se usa frecuentemente para demostrar que 
cierto número es el lfmite de una secuencia dada. 

Ejemplo 4. Demostrar que lim = A 

n-¥ oo 5fl- r 2 5 ' 


Tomaremos un número arbitrario e>0 e investigaremos, cuántos de 
los términos difieren de 3/5 en menos que e. Para ello estudiaremos - 
la diferencia j-i— a n J. Tenemos: 


a I— 11 — fo-F- 1 1—1 _ 1 I_ 1 

"I 1 5 5« + 2 | | 25 « +10 J 25 « + 10 * 


Asf pues, solamente aquellos términos para los que difie- 

ren de 3/5 en menos de e ( donde n es el fndice del término considera- 


ren de 3 /5 en menos de e 
do). De aquf se deduce que 


25/i- f-1025«<-1 — 10, por consiguien 


No obstante, existe solamente un número finito de números naturales- 
que no exceden al nûmero dado. Por tanto, los números naturales que no- 
exceden, en particular, al númeroíl / « - 10 )/25 no existen en absoìuto — 
( por ejemplo, para e = 5, t = l /20), o bien existen solamente en número - 
finito. Asf pues, la desigualdad |3/5-û B |^e se satisfará solamente pa 
ra un número finìto de términos . De aquf se desprende que 


lim = A. 

Observac(6n. Enla demostración de que una secuenciadada (a n ) 
tiene un lfmite g, esto es, que para todo 8>0 e xiste un segmento A^ que - 

se aproxima ágcon un error menor que e, siempre puede tomarse 
un c menor que cierto número « aríntrario positivo (1 /100, por e-- 
jemplo) ya que si el segmento A^ se aproxima á g con un error menor que 

•<«, con mayor razón se aproximará a g con un error menor que el nú- 
mero arbitrario i^«. 

Hechas estas observaciones poaremos proseguir más rápidamente. 

PROBLEMAS 

1. Demostrar que la secuencia cuyo lfmite generai es 



tiene un lfmite iguai á 1/2. 

2. Dernostrar que la secuencia cuyo término general es 
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— +* + ** 

converge, cuando *>i al ifmite — 

x — 1 

Demostrar aue la secuencia 

/ 3«* — 2/> -f- 6 \ 

A 7«* +12 » 

tiene un lfmite igual á 3/7. 

4. Demostrar que la secuencia 


TEOREMAS SOBRE LOS LIMITES DE LAS SECUENCIAS 

15. Convergencia de una secuencia de términos igua-- 
les. Si todos los términos de una secuencia {a„} son - 
iguales a uno y al mismo número g, la secuencia con- 
verge a ese número. 

Por ejemplo, la secuencia a^» i, esto es 1/2, 1/2, 1/2, .... tiene á 1/2 
por lfmite. 

La demostración ee desprende de la siguiente observaciôn. Para cual 
quier númeroe>Oarbitrario que tomásemos, todos los términos de la se- 
cuencia se aproximarán á g con un error menor que e,‘ toda vez que se - 
aproximan á g con un error igual a cero: 

a J=k—^|=0. 

16. Independenc ia del lfmite respecto del orden de los - 
té rm inos. E1 lfmite de una secuencia convergente no - 
dependen del orden de sus términos. Esto significa que 
el lfmite de una secuencia convergente no varfa si se- 
altera el orden de los términos. 

Por ejemplo, la secuencia{A-} tiene un lfmite igual á 0, si se modifica el - 
orden de los términos de manera que los de orden par pasen un lugar ha- 
cia atrás, y los términos de orden impar se adelanten un lugar, obtene — 
nnos la siguiente secuencia: 

I 1 1 1 ± 1 

2’ 1 ’ 4’ 3’ 

Esta nueva secuencia también tiene como lfmite 0. 

DemostraciÓn. Sea que la secuencia{a„} tiene un lfmite g. Sea, - 

además, {*„} la secuencia que se obtiene al modificar el orden de los tér- 
niinos de la secuencia {<*„}.Como lima n =g t también para un ntímero s>0 
arbitrariamente elegido, existe*Qn segmento A r que se aproxima á g- 

con un error menor que e. Más en virtud del teorema expuesto en la- 


0 } 


tiene un lfmite igual á 1/120. 



18 


CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Pág. 13 , el segmento contiene en sf mismo algún segmento de la se — 
cuencia { b n }, el segmentoB^, digamos. Es claro que el segmento .— 
por cuanto está contenido en el segmento también se aproxima a g — 

con un error menor que e. Por consiguiente tomando un número arbitra 
rio e>0, podemos encontrar en la secuencia {& B } un segmento que 
se aproxime á g con un error menor que e, de modo que ^b n =g. 

Observación. Del teorema anterior se deduce que si la secuen— 
cia { a n } es divergente, entonces toda secuencia que difiera de ésta tan - 

solo en el orden de sus términos, también es divergente. 

17. Convergencia de las secuencias, Toda subsecuencia 
de una secuencia convergente tiene el mismo lfmite - 
de la secuencia original. 

Observación. De una secuencia se obtiene una subsecuencia ex- 
trayenoo un número infinito de sus términos en el mismo orden en que - 
inicialmente se encontraban. 

Ejemplo 1. Consideremos la secuencia = Tomemos de ella to- 

dos sus términos de fndice impár. Obtenemos la nueva secuencia {£„}: 

1 1 1 J ' 

T’T’T’ T* 

asf que b n = } . Como lim a B = 0, entonces lim b n = 0. 

Demostración. Sea {a n } la secuencia original, convergente a un 
lfmite g, y {b n } una subsecuencia de ésta. Dado un número e >0 arbi-- 
trario, tomamos un segmento Q ue se aproxime á g con un error — 

menor que e. Es claro que el segmento A^ contiene en sf mismo cierto 
segmento B^ de la.secuencia {*„}, ya que {b n } es una subsecuencia de 
la secuencia {a B }. Por tanto, B^ también se aproxima á g con un error — 

menor que En otras palabras, dado un número arbitrario e>o, encòn- 
tramos un segmento B^ que se aproxima á g con un error menor que t; 

lo que significa que 

lim b n = g. 

Ejemplo 2. La secuencia (Pág. 16) converge al lfmite 3/5. 

Por tanto las secuencias 

/ 3 («» + «)+ U ( 3(2n + l) + H . /3-2«* +11 
(»* + »)+ 2j* i 5 (2« + 1) +2j ’ ^2«*+ 2/’ 

sonsubsecuenciasde aquella y tienen el mismo lfmite. 

Observación. Observemos sin embargo, que si la secuencia con- 
tiene una subsecuencia convergente no se sigue siempre que la secuencia 
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orígínal es convergente. 

Por ejemplo. la secuencia 1 . 1 / 2 . 1 . 1/4. 1 . 1/6. .... es divergente pero 
la subsecuencia 1/2. 1/4. 1/6. .... converge a cero. 

18. Lfmite de una secuencia con términos no negativos. 
S i tQ dos los términos de una secuencia convergente - - 

s°n no negati vos.entonces su lfmite también es no nega- 
ti vo. 

La demostraciôn se desprende al observar que 
si Ji • es un número negativoy a un nùmero 

no-negativo, entonces 1«— ji|^|jr|. Así pues un número 

no-negaiivo difiere de un número negativo en no menos que la magnitud - 
absoluta dei número negacivo. Por consiguiente, si {a n } es una secuencia 

cualquiera con términos no negaiivos y ji es cierto número negativo, en- 

tonces ningún segmento de esta secuencia se aproximará a ji con un- 

error menor que n . Esto es, el error no será arbitrariamente pequeno- 
y por tanto M no será el lfmite de nuestra secuencia. Por consiguiente, - 
pues, su lfmite será un número no-negativo. 

19, Lfmite de la suma y diferencia de secuencias. La - 
suma de dos secuencias convergentes es una secuen-- 
cia que converge a la suma de los Ifmites de estas se 
cuencias. 

Ejemplo 1. Consideremos que las secuencias {o„}, {bj , {c B }son, respectiva 


Puesto que 
entonces 


Demostración. 


lim o n =l, lim £ n = y, 

„ i | 3 8 

Jlrac.= l+ T = T . 

Sea que la secuencia {a„} tiene un lfmite a, y la - 


secuencia {ô n } un lfmite b. Los términos de la secuencia {c„}, son la suma- 

de estos términos.esto es, c - a + b . Se requiere demostrar que 
n n n 

lim c H = a-\-b, 

n-+<x> 

Como 


Iim a n = a, iiro b n = b, 

«-♦ao o “♦oo 

entonces, tomando un número arbitrario «>0. encontramos 109 segmen- 
tos y B k que se aproximan á a y á b, respectivamente, con un ôrror 

menor que ?. 
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Sea R un número entero mayor que NyK.Es evidente que los segmen 
tos A r y B r , contenidos, respectivamente, en los segmentos y se 

aproximan también á a y á b, respectivamente, con un error menor que «• 

Como cada sumando c , contenido en C 0 es de la forma a + b , donde a 
n R n n n 

y b^ se encuentran en A R y B R , entonces 

l« — \b — £„|<e, 

por consiguiente, 

I a "i~ b — c n | = | a -f- b — a n — b n | = 

= I(û — «■) + (* — ^)|<Ia~ c n | + |* — M<2s. 

Asi pues, el segmento C R se aproxima á a+b con un error menor que 2e. 
Si quisiéramos que el segmento C R se aproximará á a+b con un error — 

çnenor que cierto número arbitrario >î>0, entonces serfa suficiente con 
que inicialmente tomaramos un número e>0, tal que 2e<ï|, esto - 
es, seria suficiente con tomar «<y. Por consiguientei al tomar un núme- 

ro arbitrario îi>0, encontramos un segmento C R que se aproximarfa a+b 

con un error menor que r Jt lo que significa que 

Ifm c n = a-\-b. 

«-►00 

Ejemplo 2. La secuencia 



converge a cero. 

Observación. E1 teorema antenor puede enunciarse en la siguien 
te forma: Si las secuencias {a n } y son convergentes 

entonces 

H® ( a n~\~b n ) = Hin a n - f- lim b n . 

n-*<x> n-* oo w-*oo 

En relación con la diferencia de dos secuencías puede establecerse - 
una proposición semejante. Asf que, 

lim (a„— b n )= lim a n — lim b n . 

La demostración es análoga, ya que 
1 a — b — c u | ss | c — b-a n -\-b n \ = 

= \(a — a n ) — (b-b n )\<\a—a n \ + \b — b n \<2 9 . 

20. Lfmite del producto de dos secuencias. E1 produc- 
to de dos secuencias convergentes es una secuencia - 
convergente y su lfrpite es ìgual al producto de los -- 
lfmites de las secuencias dadas. 

Ejemplo 1. Sea que {a n ) es la secuencia |l — {b m \ 
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la secuencia | j?”_ , y» {c w } la secuencia Entonces, 

C =ab — 3n-i _ 3n*-4n + l 

n nn \ n) 5 n — 1 n bn — 1 5/i* — n 


Como 


Hm a n = 1, lim b = , 

»-►00 »-♦00 5 


Demostración. Supongamos que la secuencia { a n } tiene un lfmi- 

te a y sea b el lfmite de ia secuencia {b m \. Los términos de la secuencia 

{ c n }» son el producto de estos términos y tienen la forma c * a b . 

n n n 

Se requiere demostrar que 


Como lim a n = a y lim£„=ft, entonces, tomando un número - 

»-♦00 n -,oo 

arbitrario positivo e<l ( ver la observación de la Pág. 16 ) encontramos 
los segmentos ŷ que se aproximan á a y á b, respectivamente, -- 

con un error menor que e- Sea R un número entero, mayor que N y que 
K, simultáneamente; los segmentos A R y B R están contenidos en A^ y - 

B r respectivamente, y se aproximan también á a ý á b, con un error me- 

nor que e. Investiguemos con que error se aproxima á ab el segmento 

C D . Cada uno de los términos c , del segmento C 0 , es igual á a b , don- 
k n K n n 

de a^ y b^ pertenecen á A R y á B R , respectivamente. Como 
\a— o„l<8, \b — *„|<e, 

entonces. haciendo a n — a = a„, b n — obtenemos: 

M» — <>b\ = \(a -f «„) (b-\-$ n ) — o*[ = | a B *-f 
< K b 1 +1P»«1 +1 I = | — a | • | b 14-1 b n — b | • | a \ -f- 

+ 1«» —«H*. —*l<®(M + |*| + «)<t(|a| + |*|+l). 

Asf pues, 

l a A —M<*(M + M+1). 

Si fuera necesario que ei segmento C R se aproximara al producto ab 

con un error menor que cierto número arbitrario ))>0, bastarfa con es 
coger, inicialmente, e>0 tal que 

MU| + |»| + 1 )<,, 


o 


«< 


Ul 4-1*14-1' 
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Por consiguiente, tomando un número arbitrario »i > 0 puede encon- 
trarse cierto segmento C R todos cuyos términos se aproximan á ab con - 

un error menor que ij, con lo que significa que 

lim c n — ab. 

n-+co 

Observación. E1 teorema anterior puede enunciarse en la si- 

guiente forma: Si { a n } y {b H } son dos secuencias conver- 

gentes, entonces 

lira (a n b n )= lim a n • lim b 

»-*co n-+ oo n-+ao 

Ejemplo 2. La secuencia 

• {3-4} 

es convergente y tiene un lfmíte igual a 6 . 

21. Lfmite del producto de una secuencia por un núme- 
r o. Si la secuencia {a B } es convergente y su lfmite es 
a; ý m es un número arbitrario, entonces la secuencia 

{ ma n } es convergente y su lfmite es igual á ma, es de- 
c i r, 

lira ( ma n )=m ■ lim a n . 

Obtenemos la demostración de esta proposición apoyándonos en el -- 
teorema anterior.haciendo b^ - m (*=1, 2, 3, ...). 

Ejemplo. Si la secuencia {a„} es convergente y su lfmite es g, ten- 
dremos que la secuencia {—a^Jtiene un lfmite igual a -g. 

22. Lfmite del cociente de dos secuencias. E1 cociente 
de dos secuencias convergentes tiene un lfmite igual - 
al çociente de sus lfmites, ba'jo la condición que todos 
los términos y el lfmite mismo de la secuencia deno- 
minador, sean diferentes de cero. 

Sea por ejemplo. «„ = 1+4. = 


Entonces 

„ a n 5 n* -f- 6/j -j— 1 

3 n'+n ' 

a= lim a n = 1, b= lim A —-1 
n-+Q o n-+oo 5 


C o m o 
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luego 


5 

= T* 

Demostración. Procediendo al igual que en la demostración del - 
teorema sobre el lírnite de un producto, obtenemos los segmentos A R y - 

B r que se aproximará á a y b respectivamente, con un error menor que 


Aceptemos además, que 6 <"2 1^1 ( ver la observación de la Pág. - 

16 ). Investiguemos ahora con qué error se aproxima el segmento C R al- 

cociente a/b. Dando a las literales a„ y el mismo significado que 

en la demostración del teorema sobre el producto, obtenemos: 

I a„ at _ |g|-IM 

I K ■¥[ —|fc(6 + y * 

Como e<ỳ |ô|, entonces 

l*+P.l>l*MP.I>l*|-*2*l*| —ỳ|H 

ya que 

5&+M Ss 4^l* 

En virtud de la desigualdad anterior, podemos escribir: 


_a_ | ^ \b\ + \a\ 
b ' 


Si desearamos que el segmento C R se aproximara a a/b con un error 

menor que cierto número arbitrario ïl>0, será suficiente con tomar, - 
inicialmente, e>0 de manera que 

1) 

2) l»l±lsl.<» 

4 -'*i* 

En otras palabras, es suficiente con tomar un número positivo me- 
nor que los números: 

1 

tI*i y 

Asf pues, tomando un número arbitrario r ( >0, podemos encontrar- 
segmento C R cuyc 

un error menor que j), 


por lo que 
lim c n = 


b • 


Observación. E1 teorema anterior puede escribirse enla siguien 
te forma: 
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( satisfechas las condiciones indicadas antes) 


PROBLEMAS 


1. Demostrar que la secuencia 

2. Demostrar que la secuencia 

3. Demostrar que la secuencia 


i 3«* -j- 18i 

U-+'} 


tiene un lfmite iguai a cero. 


I 

{Sêî-O+^ 


tiene un Ifmite igual a 


1 


14«* -j-3 


h)} 


tiene un lfinite igual a 5/7. 

4. Demostrar que si las secuencias { «„} y \b n \ tienen los mismos 1 f - 
mites, entonces la secuencia tiene un lfmite igual a cero. 


CRITERIOS DE CONVERGENCIA 1 

23. Con vergenc ia de secuencias monôtonas y acotadas. 

Presentamos el problema de cómo determinar la convergencia de una 
secuencia dada. Previamente formularemos la siguiente proposición: 

Teorema: Toda secuencia monótona y acotada es - 
convergente. 

Omitiremo,s la demostración de este teorema a causa de su comple- 
jidad. Observemos, sin embargo, que tal teorema es, intuitivamente, evi- 
dente. Por ejemplo, la secuencia de las áreas de los polfgonos regulares 
de 2" lados inscritos en un cfrculo es creciente y acotada ( ya que todas - 
ellas están, como en el caso del cuadrado, dentro del cfrculo); lo que fué 
intuitivamente claro ya a Arqufmedes. E6ta secuencia tiene como limite - 
ei área dei cfrculo. 

Sin embargo, no toda ® ecuencia convergente es monótona, Por ejem- 
plp la secuencia - >, como fácilmente se advierte, tiene un lf- 

mite igual â 1, pero no es”monotona. 

24 , Condiciôn de Cauchy, Diremos que una secuencia {<*„} 
satisface la condición de Cauchy. si existe la ley de que a 
todo núinero positivo e corresponde un segmento de la secuencia, tal- 
que dos términos cualesquiera del segmento difieran entre sf una canti-— 
dad menor que *. 

Teorema. Toda secuencia convergente satisface la 
condición de Cauchy ( 6 en otras palabras, la condi-- 
ción de Cauchy es necesaria para la convergencia). 
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Ejemplo. La secuencia , que como se sabe - 

( Pág. 15 ) es convergente al lfrnite 1, satisface la condición de Cauchy.- 
En efecco tenemos: 



Asi pues, si /n>A/, «>Af, 


m I \n m\ ^ n+rn 1 , 1 

® + l I ( n +1)(« + 1) nm n'm' 

entonces 


asf que para A/> , 


[«„-<■.1 <*. 

n>A/ obtenemos: |a„ —a m l<e. 


D e m o s t r a c i ón . Sea ìim a„=a. Si es un número positivo ar- 

n-*a o 

bitrario, axistirá un segmento que se aproxima á a con un error- 

menor quej i\. Sean a m y a p dos términos del segmento A^. 

Entonces v 

K— a l<n. |ûp—«l<n* 

Como 

l a * —= a+o —a^l^Ja, —a|-f la-a^l, 

luego 

\ a m~ a p\< 2 *l- 

Si ahora e es un número positivo arbitrario, haciendo j) = i- ob- 
servamos que dos términos a m y a p cualesquiera del segmento A^ -- 

difieren entre sf una cantidad menor que 2 tj=«. Por consiguiente nuestra 
secuencia satisface la condición de Cauchy. 

Es posible también demostrar el teorema recfproco. 

Teorema. Toda secuencia que satisface la condi- 
ción de Cauchy es convergente ( esto es, la condición 
de Cauch'y es suficiente para la convergencia). 

Reuniendo ambos teoremas ootenemos la siguiente proposición: 
Teorema. Para que una secuencia sea convergen- 
te es necesario y suficiente que satisfaga la condiciôn 
d e Cauchy. 
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25, Acotación de las secuencias convergentiP. Si la 

8 ecuencia { a „} converge a un lfmite g, todos sus términoa m partir - 
de un cierto tèrmino satisfarán la desigualdad |a„ — ^|<1 ,o- 

lo que es lo mismo, a las desigualdades —1 <a „—^<1 $ tambien 

a las desigualdades g — lOnO-j- 1 * . De estas desigualdátíes y del 

hecho de que los términos segregados son finitos en númera se con- 
cluye que la secuencia { a n } es acotada. 

Asf pues, demostramos el 

Teorema. Toda secuencia convergente eSlacota- 

da. 

Como se vió en el ejemplo de la secuencia {( — 1)"}, esflK es aco- 
tada pero divergente, por lo que el teorema recfproco no et^srerdade- 
ro. 


26. Convergencia de una secuencia comprendfda en- 
tre otras dos secuencias. Si tres secuenciaa dadas 
{a„}, {b n \, ( c n}, satisfacen las condiciones: 

1 ) lim a n = lim b n = g-, 
n-,oo n-¥<x> 

2 ) a„<c„<£„ (para«=l, 2, 3, ...), 

entonces la secuencia{c„}es convergente y 

lim c n = g. 

»-►00 

Demostración. Fijemos un número positivo arbitrario e. 
Existen dos segmentos y que se aproximan â g con un error 
menor que e. Demostremos que el segmento C^ se aproxima á g — 
con un erroi* menor que e. Si tomamos á c^ como perteneciente - 
al segmento C , entonces por la condición dada, tenemos 


de donde 

g — b a < g — c n < g — c„; 

pero los términos a y b pertenecen a los segmentos A K . y B„,, - 
n n N N 

respectivamente, es decir: 

— e <ê — b n , 

g — à n < e 

De donde obtenemos las desigualdades 

— s<^—c„<e, 


esto es 

\g-c n \<e • 

Por consiguiente, cada uno de los términos del segmento C^ se apro- 

xima á g con un error menor que e. . Como & ha sido elegido arbitra 
riamente, tendrerrios 
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E jemplo. Sea 


Tenemos: 


pero como 


y como además 


c " fs»tt+/?+3+'"+F5t5 

n ■ A . 1 _ «S < /2 • , 1 . ; 

V* + n " Vn' + l 

Kâ r +fl<«4- L 


« + 1 


«S c n < n • — = 1. 


Haciendo a n -=^~ Y b n = 1, tenemos, comoes sabido, 
Jim a„=l t lim A„ = l. 


de donde 


lim f„ = 1. 


PROBL EMAS. 

1. Demostrar que si la secuencia |a„} tiene un lfmite g, entonces la 
secuencia >„*} tiene un lfmite g*. 

2. Demostrar que si la secuencia {«„} tiene un lfmite g. entonces la - 


secuencia {5a„* + 18a„ — 1} tiene un lfmite 

5^ + 18^- 1 . Gene 

paiizar este pesultado. 

3. Demostrap que la secuencia \a n \, definida en la siguiente fopma: 

a, = 0, 0 ,=rl, On=^=l±^£ 
es decip, la secuencia 

(«>2X 

0,1, 1/2, 3/4, 5/8, 11/16, 

21/32, ..... 

posee la ppopiedad 


2 2 (—1)« 

" ~ ~ T ' («=2, 3 


y que pop consiguiente converge al lfmite 2/3 
ción). 

4. Demostrap que la secuencia 

(demuéstrese pop induc 

{aji k +a ì n k ~' +... +a*_,/i + a*l 

1 bji k + ty -* + ... + b k _ in +b h f 


j a o + a í — + • • . 


Ifr 0 + él l + .., 
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converge al lfmite — bajò las condiciones: 




para todo n. 

5. Demostrar que si la secuencia 
tonces la secuencia 

a í +a t + ...+a n \ 

b t +b t +...+b n f' 

también es monótona. 

6 . Demostrar que la secuencia 


{£}<*■>«> 


' E(x) + EQx) + ...+E(nx) \ 


tiene un lfmite igual a — 

7. Sea 2 

a^Vx, a n+l = Vï+ï£ (x > 0 ), 


asf que 


es monótona en- 


a t = Vx + Y2, a t = V x + Vx + Vx y asf sucesivamente. 

Demostrar que la secuencia {«,} es creciente y que àn<x + \ 

( por inducción ) y por lo tanto, la secuencia {a n | es convergente. 

8 . Por medio del resultado dei problema 7 y de la fórmula 

a' n+l = x + a ni 

demostrar que el límite g de la secuencia {a„} satisface a la ecuación 

f=*+g, 

de donde 


*=ý+vT+* 


9. Demostrar que toc(a secuencia formada por ceros y unos, en número - 
infinito, es divergente. 

10. Demostrar que una secuencia cuyos términos son números enteros — 
es convergente cuando y solamente cuando, a partir de cierto término to- 
dos los términos subsecuentes tienen el mismo valor. 

11. Demostrar que el Ifmite g de una secuencia \a n \, cuyos términos sa-- 

tisfacen las desigualdades A^a n ^B, satisface estas mismas desi — 
gualdades. 


CALCULO DE ALGUNOS LIMITES. EL NUMERO e. 

37. Câlculo de algunos Lfmites, Demostremos ahora dos teo- 
remas que utilizaremos en lo que sigue. 

Teorema. Si con {a„} representamos una secuencia 
cualquiera de números naturales que tiende a -{-<»» en- 


to nc e s: 
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1) lim 

n-»oo | 

2) lim “j/ A = 1 

n-*oo 


-j-oo SÌ i4> 1, 
1 Sl A = 1, 
0 SÍ 

SÌ >4 > 0. 


Demostración. 1) Efectivamente, si ì 4>1, , con base en una desi- 
gualdad conocida ( ver Introducción, Pár. 3 ) tendremos: 

^“"^l-faJA — 1 ). 

Repre8entemos por M un número positivo arbitrario. Como la se--- 
cuencia {a„} tiende +oo, contendrá un término a N , a partir del cual 

todos los términos a„ satisfarán la desifiualdad a n > , de don 

de 1+«„M— 1)>M. . Para «>A 1 tenemos, por consifiuiente, 

y como M es arbitrario. 


lim i4“" = +oo. 


Si A - 1. 
lim i4*" = 1 ; 

B-*Q0 

por lo que 


se tiene, pana todo n, ^*"=i, 
; y si A - 0 tendremos 

^=0 ( /i=l,2,...), 

llm i4“* = 0. 

*-*<*> 


, por consiguiente 


Finalmente, si 


0 <^4 < 1 , 

. Como A*« = 


tendremos ^- > 1, 
' , y en base a 

(îf 


; por consiguiente - 
un teorema visto an- 


tes ( ver Pág. 11), obtenemos 


lim /1** = 0. 

n -*oo 

2) Admitamos, inicialmente, que i4>1. . También *ì/A^st. 

Por lo tanto, haciendo ■ "\/a= 1 +e„ (e„ís0), , tendremos A = 

(1 -h e n) a ' , ï s 1 +«»eB ( ver Introducción, Pár. 3 ), luego Co- 

mo lim a„=+oo, entonces lin, £ ~i=o ( ver Pág. ll ). Asf pues 

*-►« n-vo “» 

la secuencia {e„} comprendida entre las secuencias {0}, y j- /> - ~J| t 

converge a cero. De aquí, con apoyo en un teorema conocido (ver Pág. 26 ) 
se deduce que u m e„ = 0; Por consiguiente 

lim Ya= 1. 
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Si » entonces j>l,luego litn 


Yâ=~i=, 

n 


tendremos, en este caso, UmYA=- 


l 


= 1 . 


Nuestro teorema ha sido demostrado totalmente. 
Teorema. La Igualdad. 


,Como 


es válida para todo x. 

Demostración. Sea x un número arbitrario. Tomemos un núme 

ro natural k, que satisfaga la desigualdad Representando el - 

número !£i, por 0 , obtenemos: 


luego, para «>* 




_l£L s 

k+2' 


_U*I Ul \x\ \X\ 

~ k\ ‘ k + l ‘ k + 2’“ n ^ 

<Lííj0«-* = L*llô*. 


ki 


8*A! 


Como O<0<1, , entonces 0" tiende a cero cuando n crece ilimitada 

mente ( ver el teorema anterior), por consiguiente 1! tiende a cero 

nl 

es decir 


28. E1 número e • 2.71828... En Matemática superior tiene gran 

importancia un número fundamental que se representa con el sfmboìo e . 
Este número puede definirse como el lfmite de la secuencia {«„}, cuyo - 

enésimo término se expresa por la fórmula 
asfque 

Para que esta definición sea válida es necesario demostrar que la — 
secuencia dada es convergente. Para ello será suficiente con demostrar- 
que dicha secuencia es monótona y acotada. 

Demostración. Empleando el binomio de Newton, obtenemos: 
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( X | l Y—x I » 1 I »(»-!) 1 I »(»— 1)(»— 2) 1 , 

^ + “’+T ï'l T2 - r^3-7?+*-* 


, «(«- l)(«-2)...2-l 1 

' ‘ • 1 - 2 - 3 ...n * n" 


Considerando por ejemplo, el cuarto término de este desarrollo pode 
mos presentarlo en la forma 


■(■-4)0-1) 


Procediendo de esta manera con todos los términos, a partir del tercero, 
obtenemos la fórmula 




f... 


,■0-4) 0-4H 

‘ ‘ ‘ ^ 1-2-3...« • 

La siguiente fórmula se obtiene de manera análoga 

(>+^r='+ l +-^^+ 

. 1 "“«tt)( ! — b^t) , . ^(’-rFï)^ 1 -^)-^! 

i T2^ «"•••T 1-2-3...(«-J-1) 


Observemos ahora que el numerador de cada una de las fracciones - 
que aparecen en estos desarrollos es menor que la unidad, toda vez que - 
es el producto de números menores que uno. Respecto a los denominado- 
res, observamos lo siguiente: 


L2 = 2‘, 

1 -2-3> 1 -2-2 = 2*, 

1 - 2-3-4 > 1 - 2-2-2 = 2*, 


1-2-3-4. ..«>!-2-2-2.. .2 = 2' ,_1 . 


Por lo tanto 

( I +4)'< i +‘+i+i+i+--+^. 

Empleando la fórmula de la suma de una progresión geométrica, (ver 
Introducción, Par.4 ) obtenemos 
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asf que 


( I+ i)<.+^<.+|, 
1 2 2 


Hemos demostrado que la secuencia es acotada. 

Demostremo8 ahora que es monótona. Observemos, ante todo. que el 
desarrollo de ( i-|__LV tiene n + 1 términos y que el desarrollo de- 
/ 1 , 1 ‘\« +1 v ^ » / 

{ 1 ~i~ïTfì) tiene n + 2 términos, es decir, tiene un término más. 
Es fácil ver que 

n n 

etc., en general 


1 "~T<1 ~ 




1 —'ir< 1 — n 


Por tanto 


<'-i)('-í)<('-+)(.-.+). 

(■-i)('-4)('-4)<('-.+)('-+)('-+) 


etc. Vemos pues que los términos del primer desarrollo, a partir del ter 
cero, resultan menores que los correspondientes términos del segundo ~ 
desarrollo y que además este segundo desarrollo tiene un.término adicio 
nal. Por consiguiente, 

(’+v)"<('+,-ìt r- 

Asf pues, la secuencia (1 Y es monótona y acotada, luego tie- 
ne un lfmite. v ' 

Demostremos ahora el siguiente teorema. 

Teorema. Si en la secuencia {r„} todos los térmi- 
nos tienen un môdulo mayor que la unidad y lim|r„| 
=-j-oo, entonces 

."”„('+7.r =: '- 

Demostración. Admitamos inicialmente que los términos de la 

secuencia {r„f son enteros positivos. Tomando une>0, arbitrario, pode— 
mos encontrar un número N tal que para todo ( siendo n un núme- 

ro natural ) se satisfaga la desigualdad 

l(’+•?)*-•!<•• 

Como, por hipótesis, los números r R son números naturales que sa 
tisfacen la condición lim r„=-f oo, puede afirmarse que a partir de cien- 
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to término todos los r^ exceden á N. Por consií»uiente, para estos térm_i 
nos la expresión difiere de e en merios que e. Y como e es ar- 

bitrario, tendremos 

0 ) 

Pasemos ahora al caso general. Representemos por a n un número - 
natural grande que satisface la desigualdad 

l*. 


Observemos ahora que si r^ es un número positivo mayor que 2 ( los nú- 
meros r fi cuyos módulos no exceden a 2 existen solamente en un número 
firiito, ya que ìim ||=-^-oo), y por Cunsiguiente, si a n >l, entonces 


de donde 


—-— > — * 

r n >^+\> 

l + +ï> , +7.>'+dR ; 


por tanto 


(>+dnr>o+£r>('+dnr- 




Demostremos ahora que èstas desigualdades son válidas también para un 
r^ negativo, cuyo módulo sea mayor que 2. En efecto, para r n <0 tene 

mos: 


como 


entonces 



,r »' . 


Kl _ I — l 4-1 

\r n \-l— \r tt |-1 


= 1 + 


1 

\r„ 1-1’ 


Observemos ahora que 


( i +d'=( i + f d^r- 


(3) 


por tanto 




* Es claro que u m a n = +oe. 
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por consiguiente 


de aqui 


-1 k »|-1 ^»„ (-!• 

'+^T^'+ra^^'+íTTT- 


Finalmente obtenemos: 

(«+^r>(>+i5í=ir>('+îiir- 

De aquf, según la fórmula ( 3 ) obtenemos la desiguaidad ( 2 ) que tiene lu- 
gar para todo r n cuyo móduio sean mayor que 2. Por cuanto los otros tér 

minos pueden existir soiamente en número finito, pueden ignorarse - 

al calcular el lfmite, 

Calculemos ahora los ifmites de las expresiones 


('+^r - ('+dn r- 


('+ír=Tî)" t,= ('+d=i)' ('+ït^t)’ - 

Observemos que en virtud de ( 1 ), toda vez que a. n son números natura- 
les, que tienden a -}-oo, para el primer factor obtenemos: 

.'ÍLÍ'+d^)" =«• 

Por lo que toca ai segundo factor, tendremos 

.^('+dn^L'-í'+dn)]^'- 

Asf pues, 

.l»(’+ír=T)' +,=í - h) 

Procediendo análogamente, obtenemos: 
lira 

\ ■ »» + *; „-oo |\ ‘ «/.-f-i/ , 

_r «„ + i 

r = Cl; 




por consiguiente.. 


.'ÍL,('+í+t)' 
.'Ï"»( , +«7Tt)" = '- 


(5) 


En otras palabras, de (2), (4), (5) y del teoreTma de la Pág. 26 concluf- 
mos que 



CAPITULO II 


FUNCIONES DE UNA VARIABLE 

I. Ejemplos de funciones, Concepto de funçión. Al con- 
cepto de función puede llegarse estudiando las relaciones existentes en 
tre diversas cantidades. Puede acontecer que dos cantidadesi en deter- 
minadas condiciones, se liguen entre sf de manera que a cada valor de- 
la primera cantidad corresponda exactamente un determinado valor de- 
la segunda. Si tal hecho tiene lugar, se dice que la segunda cantidad es 
una función de la primera. 

Ejemplos. 

1. E1 precio del azúcar, en un lugar dado y en un tiempo determinado se 
define especificando su cantidad, es decir, su peso. Por tanto el precio- 
del azúcar es una función de su peso. 

2. E1 precio de un boleto de tercera clase eri ferrocarril es una función 
de la longitud de ia trayectoria recorrida, asf que los boletos expedidos 
para distancias iguales tienen el mismo precio. 

3. Estudiando el rnovimiento de un cuerpo cualquiera advertimcs que la 
trayectoria recorrida. desde el momento en que empezamos a observar 
el movimiento, es una función del tiempo transcurrido a partir de ese - 
momento: la trayectoria recorrida por un tren desde e.l momento en que 
se inicia el movimiento es una furición del tiempo transcurrido desde — 
ese momento. 

4. La experiencia demuestra que una y la misma masa de gas, a temoe- 
ratura constante, tiene a igualdad de vólumenes la misma elasticidad 
por consiguiente, la elasticidad.de una masa de gas dada, a temperatura 
constante, es función de su volumen. 

5. Como en todo momento del dfa la temperatura del aire, en una locaU 
dad dada, tiene un valor determinádo, podemos decir que esta tempera- 
tura es función del tiempo. 

6 . La experiencia demuestra que una varilla metálica dada tiene, para - 
cada temperatura, una longitud determinada; por consiguiente, la longi- 
tud de la varilla considerada es una función de su temperatura. 

7. Dos cfrculos de igual radio tiene áreas iguales, por consiguiente, el 

área de un cfrculo es una función de su radio. - 

2. Notaciones. Si una cantidad Y es función de una cantidad X, en- 
tonces la cantidad X se llama variable independiente, y la can- 
tidad Y, variable dependiente. Una dependencia funcionai se re 
presenta por el sfmbolo. 

Y - F(X). 

Se escribe también B *F(A) si B representa un valor particular 
de la cantidad Y, la que en la dependencia funcional antes indicada, co- 
rresponde a cierto valor particuìar A, de la cantidad X. ( En lugar de - 
la letra F frecuentemente se usan Ias letras /, <p, cj>, etc.) 
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3. Definición rigurosa del concepto de función. E1 con- 
cepto de función puede definirse de otra manera, haciendo abstracción- 
del concepto de cantidad, a saber: si se da una ley por medio de la cual 
a cada número de un conjunto definido de números Z se pone en corres 
pondencia exactamente un número real, entonces se dice que en el con- 
junto Z se define una función*. Igual que antes, esta correspondencia - 
se representa mediante el sfmbolo. 

y » f(x) 

donde x representa un número cualquiera del conjunto Z é y representa 
al número que corresponde á x. Si x Q es un número definido del con- 

junto Z, el sfmbolo f(x Q ) representará al número correspondiente á x Q . 
Por lo general, ei conjunto Z es cierto intervalo (a, b). 

4. Diferentes métodos para establecer una función. De- 
tengámonos ahora en aquellos métodos mediante los cuales puede esta- 
blecerse una función. Según la definición anterior es necesario que a ca 
da valor de x. de un conjunto Z dado, corresponda precisamente un núme 
ro definido y. Asf ocurra, en particuiar, cuando esta correspondencia se 
establece mediante una fórmula, por ejemplo, 

y=x a + 2x+3 para 

Existen, sin embargo, funciones que tambiôn satisfacen la defini- - 
ción anteriory que podemos establecer sin ninguna fórmula. Si, por - 
ejemplo, a cada número racional dei intervaio (0, 1) hacemos correspon 
der el número cero y a cada irracional, el número 1, entonces habremos 
definido completamente una función, en el intervalo indicado. aún cuando 
no hemos recurrido a ninguna fórmula. 

E1 conjunto Z se llama dominio de variación dela variable - 
x 6 dominio de definición de la función. 

En lo que sigue, con frecuencia estableceremos una función median- 
te una fórmula sin indicar su dominio de definición. En tales casos por - 
dominio de définición tomaremos el conjunto de todos los números x pa - 
ra los cuales la fórmula tenga sentido. Por ejemplo, para f(x) - 1 /x el 
conjunto Z contiene todo x^=0. 

5. MStodos.de representación de las funciones. Tablas. 
En la práctica se requiere una representación tal de la función que per- 
mita encontrar con facilidad el valor de y que corresponde a un x dado. 
Para ello se emplean : 1) tablas y 2) gráficas. 

Obtenemos la tabla de valores de una función escribiendcren orden - 
con los valores de la variable x, los valores correspondientes de la va - 
riable y. Es evidente que una tabla siempre contiene un número finito de 
valores de x y 106 correspondientes valores de y. Es común que los valo 
res de la variable x formen una progresión árftmética. 

Por ejemplo, la tabla de la función 

y=x*+ 2x^-3 

* Hablando con más precisión: funciones de una variable; a diferencia - 
de las funciones de varias variables sobre las que hablaremos más ade- 
lante. 
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será 


x | 0 | 0,1 

| 0,2 

0,3 

0,4 

1 0,5 

0,6 

0,7 

| 0,8 

|0.9 | 1 

y | 3 | 3,21 

| 3,44 

3,69 

3,96 

| 4,25 

4,56 

4,89 

| 5,24 

| 5,61 | 6 


Otro ejemplo puede ser la tabia de anotaciones de la presión barométri 
ca en un dfa determinado, a intervalos iguales de tiempo, cada hora por 
ejemplo. 

La tabla nos describe la función usualmente sôlo en un cierto sub- 
conjunto del conjunto Z, y contiene un número finito de valores. 

Por ejemplo, la función y—x'- f-2x-f-3 está definida en todo el - 
intervalo (0, 1) pero en la tabla sólo se muestran 11 de su6 valores, La 
presión barométrica tiene un valor definido en cada momento, pero en 
la tabla solo se indican los valores de la presión cada hora, etc. 

En la práctica se encuentran funciones que tienen la propiedatd de - 
que a pequefías variaciones de la variable x correspondan, aproximada 
mente, valores proporcionales de la variable y. Por tanto, si los inter-~ 
valos entre los valores de x, en la tabla, son suficientemente pequenos, 
entonces de la tabla se ve el caracter general de variación de la función 
también para valores intermedios» y puede aûn calcularse con mayor — 
exactitud los valores de la función para valores intermedios de x (in - 
terpolación ). 

Las tablas de las funciones se obtiènen, ya calculando los valores- 
de la variable mediante una fórmula (tablas matemáticae) o bien obte — 
niendo los valores de la variable y por medio de mediciones ffsicas, quf 
micas, etc. ( tablas empfricas). 

A la primera categorfa pertenecen las tablas logarftmicas, trigono- 
métricas, y otras semejantes; a la segunda, las tablas de elasticidad - 
del vapor del agua comprimido, a diferentes temperaturas, las tablas - 
que dan la temperatura de ebullición del agua en función de la presión, 
etc. 


Finalmente procede advertir que las tablas, ya sean matemáticas 
o empfricas, dan los valores de la función solamente con determinada - 
aproximación dependiente de la finalidad de la tabla; y en lasiablas em- 
pfricas, dependiente además, de la exactitud que se pueda alcanzar en - 
las mediciones. 

6 . Grâficas. E1 segundo método de representación de las funciones 
es el de las gráficas. Sea OXY un sistema arbitrario de coordenadas. - 
Por gráfica de la función y * f(x) se entiende el conjunto de todos los - 
puntos de coordenadas x, f(x). Asf pues, por ejemplo, la gráfica de la 
función lineal y * 2x + 3 será una lfnea rectaï la gráfica de la función 


una parábola, etc. 
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Las gráficas se trazan por medio de apa ra- 
tos especiales (regla, compás, elipsógrafo, etc.) 
o bien, con más frecuencia, en la siguiente forma 

Teniendo tabulados los valores de la función, 
se trazan los puntos correspondientes en el sis- 
tema OX Y. Por este método se obtiene solamen- 
te un número finito de puntos de la gráfica. Si el 
caracter de la función no es muy complejo (ver - 
los ejemplos anteriores) y los puntos trazados — 
se distribuyen con suficiente próximidad, enton- 
ces, aún con esta gráfica incompleta, podémos - 
percibir la forma de variación de la función y - 
uniendo a mano los puntos trazados obtenemos - 
una curva que seró la gráfica de la función. 

La gráfica tampoco es una representación - Fi*- 2 

obsolutamente exacta de la función. Las causas de ésto, en lp fundamen- 
tal, son las mismas que se indicaron en la descripción de ias tablas. A- 
greguemos a éstas la inexactitud de los instrumentos de dibujo, por efeç 
to de la cual, cuaiquier curva tnazada tiene un cierto grosor. 

Observacíón. Frecuentemente al trazar una gráfica, por razo- 
nes prácticas, se eligen diferentes escalas en ios ejes OX y OY. 

Ejemplo. Sea f(x)=x'-—x- f-1. A1 construir la gráfica para 
— 1,6«s*«£ 1,6 (Fig. 2 ) calculamos la tabla, por ejemplo, con inter- 

valos de 0*2. Obtenemos la siguiente tabla con exactitud hasta de un dê- 
çimo (mayor exactitud de estos valores serfa inútil) en nuestra gráfica: 





— I,o| — 0,8 

— 0,6 

—0,4| 

— 0 , 2|0 

0,2 

0,«|0,6 

0 , 8 | l ,0 

1,2 

1,4 

1,6 

y j — ‘, 1 2 3 * 5 6 

“ 5 . 

o 

w 

o 

1 

l , o | 1,3 

1 

l A 

ui '! 

| 0,8 

0,7| 0,6 

0 , 7 | l ,0 

1,5 

2,3 

3,5 


Problemae 

Construip las tablas y gráficas de las siguientes funciones: 


1. y — 2x + ?>. 

2. y — V 1—x*. OsÇxssl. 

3. y~ Si x?4 0,y = l si x = 0. 

ŷ’ y = x[- 1, l^x^2; y = x'~ 1, O^x^l. 

5 . y — x*. 1 ss x «s 1. 

6. y = ýx, 0^x<10. 
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7. Funciones acotadas, Funciones monótonas. La función 

y - f(x) definida en el conjunto Z, se dice que es acotada si existe 
un número -M> 0 , tal que 

\f{x)\ <M 

para todo x del conjunto Z. 


La función 

y = f (x), definida en el intervalo (a, b), se liama: 

creciente. 

si la desigualdad 

x \ <■*» 

da iugar a que 

/(*,)</(*,), 

decreciente 

. 

H 

A 

H 

II II 1« II 

/(*,)>/<*,). 

no-decreciente 

II It tf tl 

x \< x * 

tt II tt II 

/(*,)</( *,), 

no-creciente 

II tl II It 

x \< x * 

tl tt tf tl 

/(Jf,)>/U,), 


para cuaiquier pareja de valores x^, x^ (•«, <Jf t ) del intervalo (a, b). 

Cada una de estas funciones se dice que es monótona. Las funcio 
nes crecientes y las funciones decrecientes se dice que son estricta- 
mente monótonas. 

En la práctica se encuentran funciones que son monôtonas en todo - 
el intervalo de su definición, o bien, este intervalo puede subdividirse - 
en un número finito de partes en las que la función es monótona. 

Sin embargo, existen funciones que no son monótonas en ningun in- 
tervalo. 

EJEMPLOS. 

1. La función y * x es creciente en todo intervaio. 

2. La función y * cos x es decreciente en el intervalo ^o, ~j. 

3. La función y * E(x) es no-decreciente en todo intervalo. 

4. La función y « E(l/x) es no-creciente en el intervalo ( Ò, 1). 

2 

5. La función y * x es decreciente en ei intervalo ( -1,0) y crecien 
te en el intervalo ( 0, 1 ). 



CAPITULO III 


LIMITE DE UNA FUNCION 
DEFINICION Y PROPIEDADES DE LOS LIMITES 

l.Definición del lfmite de una función. Sea la función y » 

* f(x) definida de la vencidad * de cierto punto x , con exclusión, posi 

o ~ 

blemente del propio punto x q ; no hacemos, pues, ninguna suposición so 

bre que la función esté definida o no en el punto x q . 

Se dice que g es el Ifmite de una función, cuando x tiende á x q , si 

para toda secuencia {x n \, convergente á x q , con términos diferentes de 

x Q , la secuencia corpespondiente {/(x„)} de los valores de la función- 

converge á g; esto significa que si lim *„ = .*:„ (x n ^=x 0 ), entonces 

«-►00 

lim f(x n ) = g. 

«-►00 

Para expresar que g es el lfmite de una función, cuando x tiende á 
x , escribimos: 

° lim f(x) = g. 

X-*X 0 


EJEMPLOS. 

1. Sea y= x cos 1/x en el intervalo (-1, +1), con exclusión del punto 0, 

en el que la función no es definida. Tenemos aquf que j 1 ™,, = °* 

Efectivamente. si { x „}(x n ý=0) es una secuencia que tiende a cero, 
tendremos " 

|/(*„)M*J| cos — 

Como lim^„ = 0, entonces lim f(x n ) = 0. 

n-»oo x,->0 

2. Sea y = cos— en el mismo conjunto del ejemplo anterior. En este 
caso el lfmite rio existe en el punto cero. En efecto haciendo x„=—, 
obtenemos una secuencia que converge a cero, y la correspondiente se_ 
cuencia {f(x n )} coincide con la secuencia divergente -1, +1, -1, +1, ... 

2. Operaciones entre lfmites. . De la definición de lfrnite de -- 
una función y de los correspondientes teoremas de la teorfa de los lfrru 
tes de la secuencias se deducen inmediatamente los siguientes teoremas: 

Sea 


lim /, (x) = g t u liiu /, (x) = g t . 


1 ) [/i (*) +/, (•«)] = g t + g t ’, 

* Se llama vecindad del punto x a todo intervalo que contiene el punto 
x en su interior. ° 

o 
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2) lim EAW-/,W]=^ t ; 


3) si m es un número peal, tendremos 


Iim \tnf x (x)] = mg v 
x-*x 0 


4) si a d i c i o na 1 m e n t e 
obtenemos 


suponemos que 


lim 

*0 


/. (*) _ g. 

ft (*) gt ' 


g t =£0u f t (x)=£0, 


Ejemplo. Sea f x (x)—x cos —, f t (*) = 1 -f- x en el intervalo (-I,+l) 
con exclusión del punto x « 0. Como ya sabemos, Si {x n \ 

(x n =£0) la secuencia converge a cero, luego la secuencia 


±*n) 


converge al límite 1 + 0 ■ 1. Por consiguiente 


lim ^ x cos I + x ) = I. 

í'r.[(* cos ^)(; +x )] =0 ' 


lo que también se comprueba de inmediato. 

Demostremos, por ejemplo, el primer teorema. Tomemos una se- 
cuencia arbitraria {jç„} (x n ý=x 0 ), convergente a x . Puestc que 

lim /, (x) = g v lim f t (x) = g t , 

X-¥X 0 X-*X 0 

entonces, en virtud de la definición de lfmite, obtenemos: 

lim /, (x„) = g v lim f t (x n ) = g t . 

n-*cc fi-*<xx 

De donde, con base en los correspondientes teoremas de la teoría- 
de los lfmites de las secuencias, tenemos: 

Iim [/, (x„) +/, (x„)] = g-\-g 

«-►00 

Como la secuencia {x n } es arbitraria y satisface únicamente las - 
condiciones indicadas antes, se tendrá 

(' v ) +/, (x)] = g t + g t . 

3. Condiciôn de existencia del Ifmite. Para las aplicacio — 
nes es importante la siguiente proposición: 

Teorema. Para que un número g sea el lfmite de- 
una función y » f(x), cuando x tiende á x , es necesa 
rio y suficiente que a cada número e>0 c8rresponda- 
una vecindad del punto x , tal que los valores de la- 
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función para todos los puntos de dicha vecindad (con 
exclusión, posiblemente, del propio punto x Q ) se apro 
ximen á g con un error menor que e. 

En otras palabras, para que 

lim /(*) = £, 

es necesario y suficiente que para valores de x^=x 0 , 
que difieran de x en una cantidad lo bastante pequena, 
correspondan val^res de la función f(x) que difieran 
de g también en una cantidad suf ic ientem ente peque- 
na. 

Este teorema puede ilustrarse de la siguiente manera. Elijamos un 
número apbitpapio e >0 y sobpe el eje OY 
(Fig. 3 ) mapquemos un segmento con ex- 
tpemos g —e. á'+e. Pop los extpemos de 
este segmento tracemos pectas paralelas - 
al eje OX. De esta manepa obtenemos una - 
faja de ancho2e. Investiguemos ahopa si exis 
te un segmento de longitud 2 Ì, aiojado en el- 
eje OX y que contenga en su interiop al pro 
pio punto x q , tal que la porción de la cupva 

que está sobpe ese segmento ( con exclusión 
quizá del punto ( x , f (x Q ) ) se encuentre — 

completamente en la faja antes mencionada. 

Asf pues, nuestpo teopema afirma que: 

1 ) si g es el lfmite, entonces para todo e >0 puede encontpapse tal seg- 
mento; 

2 ) si pana todo e>o puede encontpapse tal segmento, entonces g es el 
lfmite. 

En el caso mostrado en ia Fig. 4, el número g no es el lfmite, ya - 
que tomando la faja mostpada en la figupa, no encontpamos el coppes-- 
pondiente segmento 2á.No obstante se tienen fajas papa las que existe - 
el segmento 2 ìcoprespondiente. 

Antes de pasap a ia demostpación de es- 
te teopema indiquemos su aplicación en aigu- 
nos ejemplos. 

I. lim (5x*—7x-j-6) = 4. 


Demostpación. Ponemos el númepo- 
e>0 en coppespondencia con el intepvalo — 
(l —ij, 1 -}-ïj), donde r ( es igual al menop de 

los dos númepos 1,-i-e. Si x es un punto ap 
bitpario de este intePvalo, entonces 
x » 1 + h, 

donde | h\ sgjj. Pop consiguiente. 




Fig. 3 


|(5** — 7jc.-f 6) — 4| = |[5(1 -f- Kf — 7 (1 -f-A)-f-6] — 4 
= 13A — 5h* | = J A | • 13 -j- 5A |; 
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por cuanto 

|A|<r)<l-, 

entonces 

| (5jc* — 7jc-f 6) — 4|<|A|-8. 

Puesto que, además 
entonces 


|(5jc* — 7jc + 6) — 4|<e. 

Vemos que los valores de la función en el interior del intervalo — 
(1 — i), 1 +îj) difieren de 4 en menos que e, por consiguiente 4 es el- 
lfrmte de la función 5x* — 7x-|-6 cuando x tiende á 1. 

. ** — 3x 4-2 _1 

\x* + x-S 5* 


2. lim - 


D e m o s t r a c i ón . Ponemos al número e>0 en correspondencia - 
con el intervalo(2 — tj, 2 ij), donde tj es el menor de los dos números 1 y - 
5e. Si ahora je=+2 está contenido en el intervalo (2 — tj, 2-{-ï)), entonces 
jc = 2-f h, donde 0.<|A|<i). En relación con ésto 

„o , 1 (2 + A)*-3(2 + A) + 2 l_ 

T — (2 + A) , + 2 + A _g-* 5 

A + A* 1 _1+A 1 _ _4A . 

“ 5A + A* 5~“5 + /i 5 25 + 5A’ 

puesto que 

entonces 


25-f 5/»^ 25— 5|A|>25 — 5-1 =20, 

por consiguiente 

por cuanto |A|< 5 e, tendremos 

|/,2+/,)-l|<^ =s , 

Asf pues, 1/5 e 8 el lfmite de la función dada, cuando x tiende á 2. 

3. ìim r* = 4. 

X -+2 

Demostración. Tomemos el intervalo(2 — 7 ), 2-fr,),donde r^esun- 
número positivo arbitrario. Si x es un punto del intervalo (2 —»), 2 -f T ), 
entonces Jjc — 2 |<r). En un punto x nuestra función tiene un valor x*. 
Pero 


x* —4 = (x — 2 )(x + 2 ), 
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de donde 


por consiguiente. 


I •** 41 = | j: ^ | • | x -f- 21, 


|JC* — 4 |<tj (|x| + |2|)<,(2 -f-ii-f 2). 

es decir 


|x* —4 |<t)(4 + ì)). 

La última desigualdad, es váiida para todo ïj>0. Para los valores - 
positivos de ij, no superiores a 1, obtenemos la desigualdad 

|x* — 4|<5 t). 

Esta desiguaidad demuestra que tcdo numero positivo « puede poner 
se en correspondencia con el intervalo (2 — r ( , 2-4- r,), y que bì x es un pun 
to arbitrario de este intervalo, entonces tiene lugar la desigualdad 

I X* — 4 I < 8 . 

Para ello es suficiente con elegir menor que los números y 6 » 1 • 

Pasemos ahora a la demostración de nuestro teorema. Demostremos 
primero que la condición dada es necesaria. Hagamos la demostración - 
por reducción al absurdo. Admitimos, por consiguiente, que g es el lfmi_ 
te pero que la función no satisface la condición dada, asf que no para todo 
e >0 se tiene la correspondiente vecindad. Elijamos entonces e> 0 , para 
el cual no existe tal vecindad. Entonces, no importa cual sea el segmen- 
to 2i, que contiene en su interior al punto x q , en él siempre se encontra 

rá cierto puntoÇ^=x 0 ,en el que el valor de la función será diferente de g - 
en no menos que e esto es. 


1 /( 6 ) 

Elijamos ahora una secuencia arbitraria de segmentos 2 i, 2 ì t , . 
que contengan en su interior al propio punto x^.tales, sin embargo que- 

sus longitudes tiendan a cero. Representemos por un punto arbitra — 
rio del segmento 2i„, diferente de x q y que satisfaga la desigualdad 

|/(U— (1) 

En virtud de lo dicho antes, existe tal purito en cada uno de los seg- 
mentos 2 i n . Como|S„—x 0 |no excede la longitud del segmento 2d„, entoncee 

Hí„-.r,| = 0 

y por consiguiente, 

Ji^ n==X °' 


Debido a la misma desigualdad 


I/(6j-g|S*e, 
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la secuencia {/($„)} no tiende al lfmite g; lo que contradice la suposi- - 
ción de que la función tiene un lfmite g en el punto x q . 

Lo cual demuestra que la condición es necesaria. 

Demostremos ahora su suficiencia. Sea que la función f (x) sa- 
tisface la condición mencionada en el teorema. Sea, además {x n \ una se- 
cuencia arbitraria que converge á x Q , siendo x n =f=x 0 . Demostremos que - 

Elijamos, para el efecto, un número arbitrario 8>0. 
Según lo supuesto, existe tal vecindad del punto x Q para la que en todo - 

punto^jc 0 de esta vecindad se cumple la desigualdad 

|/(S) —«l<*. (2) 

Como „ l Z x »— x v entonces, a partir de cierto término de la secuencia 
( que representamos por x N ) todos los términos restantes estarán en - 
la vecindad elegida. Asf pues, para cada término x r , subsecuente de x^ 

se satisface la desigualdad (2), esto es, 

\f(x n ) — *|<e. 

Por cuanto e ha sido elegida arbitrariamente, tendremos 
lim f(x H ) = g, 

n-+ ao 

por consiguiente, 

lim /(*)=*. 


LIMITES UNILATERALES Y LIMITES IMPROPIOS. 


4. Lfmite lateral. Se dice que g es el Ifmite izquierdo de una fun — 
ción, cuando x—*x 0 , si a toda secuencia {x„}convergente á x Q con térmi- 

nos m e n o r e s que x q , la secuencia correspondiente {f(x„ )} de los — 
valores de la función tiende á g, es decir, que si 
„ U I^* n = * 0 ( X n< X >h 

entonces 

„ U ™ /( x «) = ^- 


lim f(x) = g. 

x-*x o -0 


Esto se escribe asf : 
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Análogamente se define el lfmite derecho y se escribe: 

lim f(x)=g. 

x -► X.+0 

Ejemplo 1. Sea /(*) = para x=£0. En el punto x » o la función no- 
está definida. Es evidente que f(x) - +1 para x>0 y f(x) » -1 para x<0 
( Fig. 5 ). Si {*„} es una secuencia de términos positivos, convergente a 
cero, entonces f(x R ) - +1 para todo n, y por consiguiente, 

De donde 

^lim o /( J c)= + 1 . 

Análogamente 

lim f(x) = —\. 

x-t—O 

La función tiene, pues, un lfmite derecho igual á +1, y un lfmite iz— 
quierdo -1, mientras que lfmite lim/(x) no existe. 

x-»ï> 

De la definición de lfmite fácilmente se de- 
duce que si la función tiene lfmite, entonces exis 
ten tanto el lfmite derecho como el izquierdo y - 
que ambos son iguales al lfmite de la funciÓn. — 

Sin embargo, de la existencia del lfmite derecho, 
por ejemplo, no es posible hacer ninguna deduc-- 
ciÔn respecto al lfmite de la función. Otro tanto - 
se puede decir del lfmite izquierdo. 

E jem pl Oj 2. Sea f(x)=xcos + pa ra *<0 y Fig. 5. 

/(x) = cos — para Jf>0. De los ejemplos dados antes se deduce la exis 
tencia del lfmite izquierdo, lim f(x) = 0 y la no existencia del lfmite- 
derecho. x-*-o 

Aún existiendo simultáneamente los lfmites izquierdo y derecho no- 
es posíble hacer ninguna conclusión sobre la existencia del lfmite (ver - 
el ejmplo 1). Sin embargo es fácil demostrar que si ambos lfmites late- 
rales existen y son iguales entre sf, entonces el lfmite de la funoión exis_ 
te y es igual al valor común. 

Introduciendo las modificaciones correspondientes en los teoremas- 
de los lfmites, obtenemos los teoremas de los lfmites laterales, izquier 
do y derecho. 

Por ejempio, s i 

entonce 8 

,im [/. (*) +/.W]= g t + 

* -► Xq — 0 

etc, 

Para que un número g sea el ifmite ízquierdo de - 
la función y - f(x), cuando x tíende à x Q , es necesario 
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y suficiente que a todo números>0 pueda hacerse co- 
rresponder un intervalo tal , con el extremo dere- - 
cho en el punto x , que el valor de la función en ca - 
da punto de este ìntervalo, diferente de x , se apro- 
xime á g con un error menor que s. ° 

Una proposición semejante tiene lugar para los lfmites derechos. 

5. Lfmites impropios. Se dice que una función tiende á-f-°°cuan 
do-v — x 0 , si para toda secuencia {x n }, que converge á x , y cuyos térmi- 
nos son diferentes de x , la secuencia corresponcfiente {f(x n )) de 
los valores de la función tiende á-f-oo.En otras palabras, si 

« ÎÌo *""* 0 


entonces 

litn f(x n )= +oo. 

n-¥ oo 


En tal caso, usaremos el sfmbolo 

litn /( x) = -f- oo. 

X -* Xo 

Similarmente definimos el lfmite—c», que escribiremos en la for- 
ma 

lim f (x) = — oo. 

X-fXo 

Con apoyo en los teoremas correspondientes de la teorfa de los lf- 
mites pueden demostrarse los siguientes teoremas: 

S i 

1 • lim /, (x) = a, lim /. (x) = -4- oo, 

*-**a x -* X, 

entonces 


^lta t/ 1 (*)+/ tW ]= B+0 °. 
2 . lim /, (x) = a, lim f. (x) = + oo, 

* Xç X -*• Xç 

entonces 


lim 4~ = 0. 

X-+X0M 


3. 


A ( x ) = a >0, lim f t (x) = 0, f % ( x )> 0 


en la vencidad del punto x , entonces 

o 


lim 

X-*Xo 


ft(x) 


= +°o- 
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4. /n> 0, lim /(jc) = -f-oo, 

* -♦ *0 

entonces 

lim \mf (jc)]= -j- oo. 

X-ïXo 

5. Para que la función y = f(x) tienda á -f» cuando x - 
tiende á x , es necesario y suficiente que a todo nû-- 
mero^>0pueda ponerse en correspondencia una vecin- 
dad tai del punto x , en cada punto de la cual (diferen 
te de x q ) el valor ae la función sea mayor que M. 

Se definen en forma análoga los conceptos de lfmites infinitos iz- 
quierdo y derecho. 

Sea la función y ■ f(x) definida para todos los valores de x, mayo- 
res que cierto número a. Se dice que la función tiende a un lfmite g, — 
cuando x tiende á-f-°°.si para toda secuencia{x„},que tiende á-j-ooja secuen 
cia correspondiente {f(x n )) de los vaiores de la función, converge á g. Es- 
to es, si 

lim x n — 

I» -♦ 00 


se concluye que 

Esto lo escribimos asf: 


lim f(x n )=g. 


lim f(x) = g. 

x-*+<x> 

Es fácil la interpretación de los siguientes sfmbolos: 


Um f(x) = g, 

X -+ — 0 O 

lim f(x)=-j-oo, 
x-*+oo 

lim f(x) = — oo, 
x-*+oo 

lim / (x) = -J- oo, 
lim f(x) = — oo. 


Similarmente con lo anterior, podemos formular el teorema: 

Para que un número g sea el lfmite de una.función 
y ■ r(xj, cuando x tiende á-j-oo,es necesario y suficien- 
t e a todo número e>0 podamos poner en correspo 

dencia un n úm e r o àí> 0, ta 1 que para todo número mayo 
que M, ios valores correspondientes de la función se 
aproximen á g con un error menor quee. 


clc. 
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ObsepvaciÓn. Si 

lim f{x)= lim f(x)=g, 

*-► + » X-+— 00 

entonces, brevemente escribimos: 

lim f(x)=g. 

X 00 


LIMITE DIFERENTE DE CERO. 
CALCULO DE ALGUNOS LIMITES. 


6. Consecuencia de la existencia de un lfmite diferen- 
te de cero. 

Teorema. Si la funcíón f(x) tiene un lfmite g posi- 
tivo, cuando x tiende 6 x , 6 si lim/(x) = -f oo, entonces- 

0 *-► JH, 

existe cierto número«>0, tal que en todo punto 
de alguna vecindad del punto x satisface las deaigual 
dades /(jf)>a>0. ° 

Efectivamente, para los valoree de x, suficientemente próxímos 
á x Q tenemos, en el primer caso, la desigualdad 

por tanto 

—f </w-* 

pop consiguiente, 

/(*)>-§- = «>#• 

En el segundo caso, eligiendo un número/W>0, arbitrario, tendremos la- 
desigualdad 

/(jc)>Af= a >o. 

Un teorema semejante tiene lugar para un g negativo, o para 

lim f(x) = — oo, 

asf como para los lfmites uniiaterales. 

7. Câlculo de algunos lfmites. 

D 


Hm^ 0 .*= 1 (o > 0); 
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Iim 

•-♦+00 


('+ 7 )'=*; 


c ) 

lim sinA = 0, limcosA=l, lim — 1. 

*-*0 A-+0 A-fO * 

a) Supongamos inicialmente, que 05 * 1 . Sea que la secuencia {h n \ 
satisface las condiciones 

lim h n = 0, h n =£0. (1) 

-► 00 


Hagamos 




por consiguiente, <*„ es un número entero no-negativo, que satisface las - 
desigualdades 

*" < rò <I "+ I - (2) 

De la condición ( 1 ) y de las desigualdades { 2 ) se desprende que 


lim a n =-j- 00. 


(3) 


Por tanto, a partir de cierto n, el número a n es positivo. En la siguien- 
te exposición consideramos que todo «„>°; esto puede hacerse ya que no 
consideramos solamente un número finito de términos. 

Si A„>0, entonces de acuerdo con( 2 ) y con la suposición que aì» 1 
tendremos 


y como es evidente que 


tienen lugar las desigualdades 


Û** < û 1 *, 

a\ 

a> 


^ s. < 4 , 

Estas desigualdades son válidas también para ya que entonces - 

(— /r„)>0 y por consiguiente en virtud de (4), se tiéne 


1 1 

-j «S a.-** ^ ( 


» 


Ver Pág.6 



es decir. 
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:<dt- 


y al tomar la inversa de estas cantidades obtenemos nuevamente ias de- 
sifiualdades (4). 

Como ya se ha visto ( ver Pág. 29), 


luego 


lim û®* = 1. 


Um ~ = —-—- — 1, 
n oo — -L 

a“" Hm a“" 


por consiguiente, de las desigualdades (4) y en base de un teorema cono 
cido (Pág. 26 ) obtenemos: 

lim a ft » = l, 

de donde 

Iim a H = 1. 

A -» 0 

Asf pues, hemos demostrado que si a^ 1, entonces 
Mm 0^ =1. 

A -* 0 

Si ahora entonces — >1, por tanto 

Pero 

a*—_J_ 

( 4 )*' 


por consiguiente 


lim a k = - 

* -* 0 Hm 


W) 




La proposición a) ha sido demostrada. 

b) Ya habfamós demostpado (Pág. 32 ) Que si la secuencia {r M } satis - 
face las condiciones 

r„ 7 ^ 0 , lim |r n J=-j-oo, 

a un lfmite determinado que 


entonces 
peppesentamos 


la secuencia {(^+jr)"} converge 
tamos pop e. En papticular, para 


r B ^aO y lim r„=-j-oo 
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se tiene siempre: 


Â'+kT=" 


asf que, según la definición del lfmite de una función 

"" (■+!)='*)• 

r-».-j-oo \ T / 

o) Dibujemos una circunferencia de radio OB= 1 (Fig. 6) y trace- 
mos un diámetro cualquiera EB. Sea la recta BD tangente a la circunfe- 
rencia en el punto B, y BC - h un arco cualquiera de la circunferencia. 

Representando por A la proyección del punto C sobre OB, y por D el- 

punto de intersección de la recta OC con la tangente antes mencionada,- 
obtenemos, en virtud de las definiciones de las funciones trigonométri— 
cas: 


i4C=:|sinA|, 
OA = | cos h (, 
BD=\igh\. 


Si 

ve en la Fig. 6 


entonces como fácilmente se 
|5lnA|<|A|, (4) 



Fig. 6 


|cosA|>l—| S inA|. (5) 

Obtenemos la primera desigualdad al observar que el arco BC es - 
mayor que la cuerda BC, la que a su vez es mayor que AC. La segunda - 
desigualdad se obtiene del triángulo OCA al aplicar el teorema según el 
cuai un lado de un triángulo es mayor que la diferencia de los otros dos 
lados. 

De la desigualdad (4) con facilidad obtenemos: 

lim sin h = 0. 

k-*0 

De la de8igualdad (5) y observando que cosA*sl, obtenemos: 


lim cosA = l. 

A -» 0 

De ia Fig. 6 encontramos las siguientes desigualdades: 
área A°AC<área del sectorOBC<área &OBD, 
esto es. 


4-cosA|sinA|<-l |A|<-i|tgA|, 


* Fs fácil demostrar que n m 

|r|-»+oc 


(*+»'= 


( ver el teorema de la Pág 38). 




LIMITE DE UNA FUNCION, 


53 


de donde, tomando en cuenta que 


slnA_ [gjnAI 

h \h\ 


si — j <A<-J, obtenemos: 


por con8iguiente. 


Demostrar que: 

1. 

lim 


C08A< 8‘îïíâ < £ïâ» 


1 sinA . 

côîÂ > T' >C0S h ' 


lim cos h = 1 h lim -^-=1 

h-¥ 0 % + 0 co * A 


Problema8. 


2. lima ,ln *=l, a> 0. 

x-*Q 

3 - .îvo-[( i +?r]'= i - 


5. lim 1 -cos»x .. A 

^ o x (1 -j- cos jc) U * 


6. lim ^=+1, lim 
x -+ + Q I x I *_-o |*| 


7. ìim sin x no existe. 

* -► 00 

8 . ■"»„(■- 1 )*=-L. 
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(dividir el numerador y el denominador entre 
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CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES 
DEFINICION Y PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS 

1. Definición. Sea una función y = f (x) definida en la vecindad de un 
punto x 9 . . Se dice que la función y * f (x) es continua en el punto 

xi=x o. si lim /(*)=/{*,). 

x-*x t 

En otras palabras: la función f (x). definida en la vecindad de unpun- 
to x 9 , , es continua en ese punto, si 

lim f(x 9 + h)=f(x t ). 

à-+0 

Similarmente a como se definieron los lfmites izquierdo y derecho pue- 
de definirse la continuidad derecha 6 la izquierda, a saber : una función 
f (x), definida en un punto x 0 , , y también en un intervalo con el extremo 

derecho en el punto x 9 , , es continua a la izquierda en el punto x t , , si 


lim f(x)=f(x 0 ), O lim f(x 9 -\-h)=f(x 0 ). 

x-*x,-0 A-*--0 

De la misma manera se define la continuidad a la derecha. 

O bservación. A1 abordar el concepto de lfmite fué indiferente si la 
función era o nó definida en el punto x=x 9 . Para ia continuidad de la 

función en un punto x t es necesario que esté definida en ese punto. 

Como fácilmente se observa, si la función f (x) es continua en un pun- 
to jc 0 , , entonces es continua en este punto, a la dereciia y a la izquier- 
da. 

La recfproca también es verdadera. 

Ejemplos. 

1. La función y = x* es continua para todos los valores de x. 


ya que lim = 

x-*x 0 0 

2. La función^ = 3 jc* _2x-|-3 también es continua donde quiera. 


3. La función y - E (x) es continua donde quiera, excepto para los valo:- 
res enteros de la variable x. En éstos la función es continua solamen- 
_te a la derecha. 

4. La función / l 

íslnl si *^0, 

i 0 Si *=0 
55 
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no es continua en el punto x * 0, porque si se Loma la secuencia 
donde x n =— — L—_ , entonces la secuencia de los correspondientes vaio- 

(2n -f-1) * 

res de la función: 1, 1, -1, i, ... es divergente. 

Se dice que la función f (x), definida en un intervalo cerrado ( a, b,), es 
continua en este intervalo, si es continua en cada uno de los puntos 
interiores de este intervalo, si es continua en un intervalo cerrado. 

2.Condición Necesaria y Suficiente para la Continuidad 
de una Función, Sobre la base de los teoremas correspondientes de 
la teoría de los límites es posible formular la siguiente proposición: 

Teorema. Para que una funciòn f (x), definida en la ve- 
cindad de un punto x v , sea continua en ese punto es 

necesario y suficienteque a ios valoresde x ' cuya diferen- 
cia con x 0 , sea lo suficientemente pequenâ, correspon- 

dan valores de la función que difieran de /(->f,). en 

una cantidad suficientemente pequena, es decir, en o- 
tras palabras, que para todo número e>° puede encon- 
trarse tal vecindad del punto , que los valores de 

la función, en cualquier punto de esta vecindad, difie- 
ren del valor de la función parsx=x # en menos que i. 

Un teorema simiiar tiene lugar para la continuidad a la izquierda y a la 
derecha. 

3,Interpretac iôn Geométrica. E1 concepto de continuidad puede i- 
lustrarse similarmente al concepto de lfmite. 

Para inyestigar si una función es continua en unpun- 
to x 9 , elegimosun número e>0 , arbitrario y tra- 

zamos dos rectas paraielas al eje OX, una a la al- 
tura /(*,)-}-*, la otra a la altura /(*,) — •• Obtenemos u- 

nafaja de ancno 2 e(Fig. 7). Investiguemos ahora si 
existe un segmento del eje OX, que contenga en su 
interior al punto x 9 y de longitud 2d, , tal que la 
parte de la curva correspondiente a este segmento se encuentre completa- 
mente en la faja antes mencionada. 

Asf pues, si la función es continua, siempre es posible encontrar tal 
segmento para una elección arbitraria del número e>0, , entonces la fun- 
oi6n es contfnua en el punto x 9 . 

4, Operaciones Entre Funciones Continuas. De la definición 
de continuidad y de lòs correspondientes teoremas oe la teorfa de ios lf- 
mites facilmente obtenemos ia siguiente proposición: 

Teorema. La suma, la diferencia y el producto de dos 
funciones, continuas en cierto punto, también es una 




0\ X.-Ô Jc Xo*ô X 

Fig. 7 


ffà-e 
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función continua en ese punto; el cociente es continuo 
también, cuando la función entre ia que se divide es 
diferente de cero en ese punto y en su vecindad. 

Ejemplos. 

1. como la función y = x es continua donde quiera, entonces las funciones 
x* —x-x,x* =X'X-x, ..., jc' l (n, un número natural) son funciones continuas. 

2. La función ax" (n, un número natural; a,un número real) es continua 
donde quiera, ya que puede considerarse como el producto de la función 

x n y la función constante de valor a, evidentemerrte continua. 

3. E1 polinomio a^-^-a^x-^-a^x*.-\-a n x* es una función continua donde quie- 
ra. 


4. Una función racional, esto es, una finción iguai al cociente de dos poli- 
nomios, es continua en todos ios puntcs en que está definida. 

5. Consecuenc ia de la Continuidad de una Funciôn Dife- 
rente de Cero, en un Punto Dado. Del teorema (Pág- 49) se 
desprende la siguierrte proposición: 

Teorema. Si la función f (x) es continua en un punto x 0 
y si /(*<,)>°. . entonces existe tal número o>>0, que en 
cierta vecindad del punto x 0 tendremos / - (x)>a>0. 

Una proposición semejante es válida para /(-^X 0 . y también para las 
funciones de continuidad unilateral. 

CONTINUIDAD UNIFORME 

6. Definición. Se dice que una función f (x) , definida en el inter- 
valo (a, b,) es un if o r m em ent e continua en este intervalo, 

si para un número arbitrarioc>0 puede dividirse ei intervalo (a, b,) en un 
número finito de segmentos tal que los valores de la función en dos puntos 
arbitrarios de un mismo segmento, difieran enire sf en menos que e. 


7. Interpretación Geométrica. La de- 
finición de continuidad uniforme puede interpre- 
tarse geométricamente, de ia siguiente manera. 

Para comprobar si ia función es uniforme - 
mente continua, elegimos un número e>° , 

arbitrario e investiguemos si es.posible dividir 
el intervalo (a, b.) en un número finito de seg- 
mentos î,, î,, ... tal que cada parte de la 

curva, correspondiente a cualesquiera de los segmentos, pueda estar en- 
cerrada en un rectángulo de altura c y de base igual a la longitud del seg- 
mento correspondiente. (Fig. 8). Si esta operación puede hacerse para 
cualquiers>0,la función será uniformemente continua. 
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8. Continuidad Uniforme de una Funciôn Continua. Repre- 

sentemos por *î la longitud del menor de los segmentos í,, í t , .Es 

claro que si la distancia entre dos puntos cualquiera y x t es menor 

que »1, entonces o ambos están en uno de los segmentos i,, î t ,... o se 

encuentran en dos segmentos consecutivos. En el primer caso Los valo- 
res de la función en estos puntos difieren entre sf en menos que e; y en 
el segundo caso los valores de la función en esos puntos difieren en me- 
nos que e del valor de la función en el extremo común de los segmentos 
consecutivos, quecontieríen a los puntos x t y x t , y por consiguiente, 

\/(x t )-/(x l )\<2e. 

Así pues, en ambos casos, podemos afirmar que en dos puntos cuales- 
quiera cuya distancia entre sf sea menos que >î, los valores de la función 
difieren entre sf en menos que 2e. 

Observemos, además que si x 0 es un punto arbitrario del interior del 
intervalo (a, b,) entonces existe un segmento de longitud menor que r h 
que contiene al punto x 0 . En virtud de lo dicho anteriormente, los va- 
lores de la función en cada punto de este segmento difieren de /(■*<>) , en 
menos que 2e. Por cuanto 2e es un número positivo arbitrario (ya que e 

es un número positivo arbitrario) la función será continua en un punto * = 
x o- 


Observaciones semejantes pueden hacerse respecto a los números a y 
b ( si pertenecen al segmento.) 

Teorema. Una función, uniformemente continua en el 
intervalo (a, b.) es continua en todos los puntos inte- 
riores de este intervalo y en los puntos a y b, si di- 
chos puntos pertenecen al intervalo; la función es con- 
tinua, respectivamente, a la derecha y a la izquierda. 

Ejemplos. 

1. La función y= x * es uniformemente continua en el intervalo [0, 1]. Para 
demostrarlo tomemos un número e>0 arbitrario y consideremos dos pun- 
tos arbitrarios x y x + h del intervalo [0, !]•. En estos puntos la función 
tiene dos valores, x * y(.r + A)*, respectivamente tenemos: 

\(x + h) a — x?\ = \2xk + V\ = \h\-\2x + h\ = [h\-\x + x. + k\. 


comoo^jf^i y o^x + h*^ 1, entonces 


|(x + A)*-x*|<2|A 


Haciendo \h\<^~ t obtenemos: 
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Asf pues, si dividimos el intervalo [®* 1] en un número finito de seêtnen- 
tos de iongitud menor que y, los valores de la función serán, en dos pun- 

tos cualesquiera de cada uno de los segmentos, diferentes entre sf, una 
cantidad menor que «. 

Por cuanto e es un número positivo arbitrario, la función será unifor- 
memente continua en el intervalo [0, 1]. 

2. La función es uniformememe continua en el intervalo [0, 2]. 

Procediendo oomo en el ejemplo anterior, obtenemos: 

| 2(x + A) + l 2s + l [__ \h\ _ 

I 3 (x + A) + 1 3x + 1 | 1 [3 (x; + A) + 1] (3* + 1) | ’ 

Cómo 0<*<2, entonces 

|3(x + A) + 1,>1, 

|3*+1|>1, 


de donde 

,/(*+A)-/(*)|<|/ï|. 

f>or consiguiente, si |A|<s, entonces 

|/(* + A)-/(*), < 8 . 

De suerte que Si dividimos el intervalo [0, 2] en segmentos de longitud 
menor que g, entonces los valores de la función en dos puntos cualesquie- 
ra de cada segmento diferirán entre sf en menos que e. ( si. por ejem - 
plo, e=0,l, entonces es suficiente con dividir el intervalc [C, 2] en 21 par- 
tes iguales). 

3. La función ^ = cos— no es uniformemente continua en el intervalo 
(0, 1) x 

Efectivamente, en caso contrario puede ser que al dividir el intervalo 
(a, b,) es un número finito de segmentos, que los valores de la función 
en puntos cualesquiera de cada segmento difieran entre sf en menos que 
e=l. Puede, además , tomarse tal número n, para el que los puntos 

1 y ___L_ estén dentro del primerode estos segmentos, Sin embargo 

nn * (n + l)« 

es fácil ver que los correspondientes valores de la función en estos pun- 
tos difieren en 2, es decir, en más que e=l. Asf pùes, suponiendo que 
la función es uniformemente continua, caemos en contradicción. 
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PROBLEMAS 

Demostrar quelas siguientes fundones son uniformemente continuas: 

1. y * x en el intervalo (1, 2). 


2. y=2x? — 3x en el intervalo (1, 3). 


3. y=\^r x en el intervalo (0, 5). 

9« Teonemas Fundamentales sobre las Funciones Conti- 
nuas en un Intervalo Cerrado. Expongamos ahora (sin demos- 
tración) alaanos teoremas fundamentales sobre las funciones continuas en 
un intervalo cerrado. 

Teorema. Una función, continua en un intervalo cerra- 
do [a, b], es uniformemente continua en ese intervalo. 

Teorema. Una función continua en un intervalo cerra- 
do [a, b] es acotada en ese intervalo. 

Teorema. Si una función continua en el intervalo H 
es positiva en un extremo en este intervalo y negativa 
en el otro, entonces en el interior del intervalo (a,b), 
existe por lo menos un punto en el que la función se a- 
nula. 

gjemplos. 

1. Todo polinomio de grado impar 

/ (*) = a t x tn+1 + o^x*" -f ... (fl,^ 0 ) 

tiene por lo menos una rafz real. Para demostrarlo, reescribamos nue 9 - 
tro polinomio en la siguiente forma 

(‘.+-H2+•• • +&+%&) 

y aceptemos, por ejemplo, que a o >0. La expresión dentro del parén- 
tesis tiene, cuando x tiende a -f-oo o —oo, un lfmite igual a a r Por con- 

siguiente, existe un número Af>0, tal que para|x|>Arta expresión del pa- 
réntesis es positiva ( ver Pág. 49). De donde se deduce que 

/(Aí + l)>°,y /(— M — 1 )< 0 , 

Como la función f (x) es continua, existirá en el intervalo (-M -l.M+1). 
ur\ punto por lo menos en el que f (x) - 0. 
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2. La ecuación y * cosx tiene, por lo menos, una rafz en el intervalo de 

| 0, Efectivamente, la función continua f (x) - x - cos x * tiene enel 
punto x - 0 un valor—l<0,y en el punto x = ŷ un valor ŷ>0. 

Teorema. Si la función f(x) es continua en un interva- 
lo cerrado [a, ô) entonces en este intervalo existe, 
por lo menos un punto en el que la función alcanza un 
valor máximo y otro punto y por lo menos en el que la 
función tiene un valor mfnimo. 

En otras palabras en un intervalo [°> ^] existen dospun- 
tos *, y. x t , talesque 

para todo x de [a, £] 

Teorema. Una función, continua en un intervalo cerra- 
do (a, b,) tiene en este intervalo todos los valores 
comprendidos entre sus valores máximo y mfnimo. 

Ejemplos. 

3. La función y - sen x** adquiere, en el intervalo [°> yj todos los valo- 
res comprendidos entre 0 y 1, lo que geométricameme es evidente ( ver 
la Fig. 13). 

4. Una función f (x), continua en el intervalo (a, b,) y que posee en dife- 
rentes puntos del intervalo valores diferentes, es estrictamente monóto- 
na en este intervalo. 

Efectivamente, en caso contrario, en el intervalo (a, b,) existirfan nú- 
meros a, p, y (*<P<T)> .tales que el número /(P) no estuviera entre /(*) 
y /(y). Sea por ejemplo/(T)>/(*)>/(P)-De acuerdo con nuestro teorema 
en el intervalo (p, t) existe un punto 0, en el que lafunción f (x) adquiere 
un valor /(a). Además ô=£a, así queano pertenece al intervalo (P> T)- 
Tenemos, por consiguiente, /(6)=/(*) , para O^a, lo que contradice 
la suposición. Por consiguiente, la función es monótona. 

FUNCIONES COMPUESTAS 

lO.Def inic iôn. Ocurre a menudo que tres variables dadas x, y, u, es- 
tén relacionadas entre sf de manera que y es una función de u y u unafun- 


La continuidad de las funciones y - sen x, y y - cos x se demostrará 
después. (ver Pág. 66 ) 

* Ver la nota anterior. 
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ción de x, esto es 


x=/(u) (a 
a = <f(x) (a<x<6). 


Si los valores adquiridos por la funciónip(jf), están contenidos en el in- 
tervalo [a, p], 1 entonces ia variable y puede considerarse dependiente de 
la variablé x, ya que a cada valor x del intervalo (a, b,) corresponde un 
valor determinado de la variable u, contenido en el intervalo [*, P]; a és- 
ta úitima corresponde un valor determinado de la variable y; asf pues; a 
cada valor de la variable x del intervalo (a, b) corresponde un valor de- 
finido de la variable y. En este caso se dice que la variabley es una fun- 
ción compuestadela variable x a travésde ia variable u, Esta fun- 
ción se representa por medio del sfmbolo /(<?W), y la dependencia funcio- 
nal se escribe en la forma 


v =/(?(*)). 


Ejemplo. 


y = u\ «=x* — 3x, jj = (jc*— 3jc)*, 

11. Continuidad de una Funcidn Compuesta. Sobre las fun- 
ciones compuestas podemos enunciar el siguiente 

Teorema. Si la función y=/(a) es continua en a 
y la función u = <f(x) es continua para a<x<£ y se satisfa- 
cen las desigualdades a < <p (*)< p, entonces la función 
compuesta y=/(<f(x)) es continua para todos los valores 
de x del intervalo 

a < x < b. 

Demostración. Para la demostración del teorema observemos que 
si la secuencia (x n j tiende a un valor definido x, entonces la correspondien- 
te secuencia {y„\ = {/(<f(x n ))} tiende a /(?(•*))• En efecto, en virtud de la 

continuidad de la función <p(x) la secuencia {<p(*„)} = {“,,} tiende au = <p(x); 
y a causa de le continuidad de la función /(u) , la secuencia {y„} = {/(u„ )} 
tiènde a y=/(a)=/( f ( X )). 

FUNCIONES INVERSAS 

12. Definiciôn, Sea dada la función y - f (x), continua y estrictamente 
monótona en un intervalo (a, b,). Hagamos /(a) = a, /(ô) = p.En virtud de la 
continuidad de la función, la variabley toma todos los valores contenidos 
entre a y p. Y sobre todo, ya que, la función es estrictamente monó- 
tona, entonces todo valor de la variable y del intervalo'corî»esponde a uno 
y solamente a uno de los valores de la variable x del intervalo [a, b). 
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Luego 1 A variable x puede considerarse oomo una función de ia variable y 
definida en el intervalo fa, p]. . Represen- 

tando esta función por el sfmbolo <pCy),podemos 
esc'ribir: 

x =<p(y). 

La función^=y(y)se llama función inversa de la 
función y * f (x). 

13.1nterpretación Geométrica. Obtene- 
mos la grafica de la función.y=tp (x) de la siguien- 
te manera. Giramos la bisectriz del ángulo 
+ 4*y) (Fig. 9); la nueva posición Ide la 

gráfica de la función y * f (x) dará la gráfica de 

la función y = <p(x). 

14. Continuidad de una Funciôn Inversa. 



Teorema. La función inversa de una funciÓn continua y 
estrictamente monótona también es continua y estric- 
tamente monótona. 

Demostración. Admitamos, para concretar, que la función f (x) es 
creciente. Ahora, si la funciónl* = <p(y)no fuera estrictamente creciente se 
tendrfan dos pares de valores correspondientes (x lt y t ) , (*„ y t ) t que 

satisfarfan las desigualdades 

*, <-ï„ 

lo que contradice lasuposición de que la función f (x) es estrictamente cre- 
ciente„ Se procede análogafnente en el caso de que la función sea estricta- 
mente decreciente. 

Para la demostración de la continuidad de la funci6n.r = tp(y)en un punto 
arbitrarioy^y^a^^^pjprocedamos de la siguiente manera. 

Sea un número arbitrario positivo e. Hagamos x 0 = <f(y Q ) y tomemos dos nú- 
meros arbitrarios x, y x t , tales que: 

1) a<x 1 <.r 0 <x # <6; 

2) 0<x # — *,<£. 


Haciendo ahoray, =/(^jy y, =/(jf,)observamos que para todo y, compren- 
dido entre y t y y t , el correspondiente valor de x esta comprendido entre 
jq y x t y por consiguiente, difiere de x 0 en menos que 6. Asf pues, 
la funciónx = tp(_y) es continua, para y = y 0 . De manera semejante se de- 
muestra la continuidad para y = a. yy = p. 
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CONTINUIDAD Y GRAFICAS DE FUNCIONES ELEMENTALES 


15. Func i6n Potencial _ y = x n . 

1. n es un núrnero natural. En este caso la fórrr.ula antes mencionada defi- 
ne la función para todos ios vaìores x. Esta función es continua para todos 
los valores de la variable x, ya que, corno se desprende del teorema sobre 
el lfmite del producto de secuencias, si 
ìim x k = x. 


lim x. 




En la figura 10 se muestran ias gráficas de 
las funciones y=x * y y— x \ 

2. n = 0, bajo la condición de que y = 1, para 
x » 0. La fÓrmula^=x" define entonces la fun 
ción que para todos los valores de x adquie- 
re el valor 1. Por consiguiente, esta función 
es cóntinua. 

Fig. 10 

3. n es un número entero negativo. Haciendo n= — r (r>0) observamos 

que nuestra función tiene la formay = ~r, y como ei cociente de dos funcio- 
nes continuas y definidas donde quiera <p,(x) = l, <t t {x) = x r , es una función -- 

continua, y definida donde quiera, salvo en x = 0. 


4. n es el recfproco de un número entero, Haciendo n = 1 /r (r, es un núme 
ro ( enteroj, tenemos x ( tomemos en consideración solamente la -- 

rafz no negativa). La función es definida para todo x>0;' si r es un núme_ 
ro impar, entonces la fórmula anterior define una función para todo 

x<0 . Cuando x » 0 la función está definida únicamente para el ca- 

so en que r sea un número positivo; la función adquiere entonces el valor 
cero. 


La continuidad se demuestra de la siguiente manera: cuando r es un - 

número positivo par, la función inversax=yserá estrictamente creciente 
y definida para todo 0, , por lo que en virtud del teorema sobre las -- 
funciones inversas se infiere ia continuidad de la función y=^/x 

para xssO. De manera análoga procederemos cuando r sea un número po- 

sitivo impar. En este caso, la funci<5nx=yes estrictamente creciente y -- 
continua para todos los valores de y, por consiguiente la función y=Ç/x 

también es continua para todos los valores de x. En el caso de_un número 
r entero negativo es fácil demostrar la continuidao para todoj/xpara el que 
exista, si observamos que 



5. n es un número racional. Haciendo n » p/q ( p y q, enteros), vemos que 
la función es definida para todo «>0. Cuando n>0, la función tam — 
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bién será definida para x = 0, adquiriendo el valor cero. 

La función y=x^ puede considerarse como una función formada por 
las funciones 

y = u p , 

a = x9 . 

Como ambas funcioncs son continuas para aquellos valores para los 
cuales son definidas, entonces en virtud dei teorema sobre las funciones 
compuestas, la función _y=jc/’?también es continua para aquellos valores 

en los que es definida. 

6. n es un número irracional. En este caso la función es definida paraco- 

do x>0. Para x « 0 la fórmula.y=:jc*solo tiene sentido cuando /i>0; 

entonces tenemos y = 0. 

La función es continua para todos los valores de x para ios que es de- 
finida por iafôrmuia y = x*. 

Efectivamente, tomando unnúmero a positivo, diferentede la unidad ob- 
tenemos parax>0: y — a n,0 *° x ,asf que y = a a , donde u = n\og a x. 

Pero. como se demostrará después (ver Parrs. 16 y 17) la funciónc* es 
continua para todo u, y la función log a xtambién es continua para todox>0, 

por consiguiente, en virtud del teorema sobre ia continuicbd de una fun- 
ción compuesta (ver Pág. ‘62), la función>>=x ,, es continua para todox>0. 

Si «> 0, puede demostrarse que la función>>=xlBScontinua a la dere- 
cha si ei punto X = 0, estoes, que lim x*=0.Para elio tomemos un núme- 

. x-*+0 

ro racional r. arbitrario que satisfaga lacondición 0<r<*. ParaO<x<l 
tenemos Ocjc"^jc r . Es sabido que ia función x T es continua a la derechapa- 
ra x = 0, es decir lim x r =0. En virtud de la última desigualdad, ocurre 
«-♦+0 

lo mismo para la función, y= jc*. 

Resumiendo todo lo expresado podemos afirmar que la función’>'=x ,, es 
continua para todos los valores de x, para los que sea definida. 


Ejemplo. 

Las funciones 


V~x\ Vx* + 8x — 9 

etc,, son continuas para todos los pun- 
tos en los que dichas funciones son de- 
finidas. En general cada grado del po- 
linomio es una función continua en to- 
dos los puntos en los que es definido. 

16. La funciôn exponencial yssq*, 

La continuidad de la función y = a x , a>0, 



Fig. 11 


se demuestra fácilmen- 
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te, en la siguiente forma. Sea x e un valor arbitrario àe la variable x. 
Por un leorema conocido, tenemos:. 


lim û*o+* = iini (a*»■ a*) == a x ° lim a\ 

h -*0 h-+ 0 h-tù 


Pero, como se demostró (Pág. 49): lima*^!, asf que 

fc-»o 

lim a Xt + h = a x, >. 
h-+ o 

De suerce oue el iímice de la función exisce para caoa valor de x y es 
igual al vaior de la funciôn en el punio x. Por consisuiente, la funciónes- 
potencial es contmua para todos los valores de x. En ia Fig. II se rnues- 
tra la gráfica oe lafunción y = 2 X . 

1 y 

17. La función Loga r f cm i ca y=iog a *. 
La funciôn_y=log fl x*,a> 0 ,a^=l,es definiaa soia- 

mente cuando *>0. Como la función inver- 
sa x=ay es estrictamente monótona y con- 
tinua, eritonces (ver Pág, 63) iafunción y = 
log fl x es continua para todos los 

valores positivos de x. 

La gráfica de la función y±=\og t x se mues- 


18 Funciones Tr igonom étr i ca s 3 > = sinjr, >=cosjc. 



Fig. 12 
tra en la Fig, 12 . 


Sea * 0 un valor cualguiera, pero fijo, de la variable x. Entonces visto 
que 


litnslnA = 0 , limcos/j = l 

A-»0 A-»0 


(Pág. 49 ), obtenemos 

lim sín ( x 0 -\-h) = lim (sin x 0 cos h -f- cos x 0 sin h ) = sin x 

h-+Q h-*0 • 

Iim cos (a: -f -h) = Iim (cos x cos h — sin x 0 sin h) = cos x.. 

h-*Q h-*0 0/0 

Por consiguiente, las funciones y = sen x (Fig. 13), y » cos x (Fig. 14)son 
continuas para todos los valores oe x. 


y = tg x (Fig. 15). 

Como 

dos los valores de x, para los cuales cosx^O. Los valores exciuidos son: 

x=±^, ±~, ±%, ... , 
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Fig. 13 Fig. 14 

en general t aonde n es un número natural. 



Fig. 15 * Fig. 16 


y - ctg x (Fig. 16). 

Como esta función es continua y definiaa para todos los valo- 

res de x para los cuales sinx^O. . Los valores que se excluyen son 

X = 0, + TT, +21T, ...» 

ó, en general x=± = nn, donde n - 0, 1, 2, ... 
y = sec x (Fig. 17). 

Como sec x =, esta función es definida y continua para todos los va- 
lores de x, para los cuales cosx^O. 
y = cosec x (Fig. 18). 

Como cosec * = —î— entonces esia función es definiday concinua para to- 

sin x ’ * 

dos los valores de x, en los que sinjc=?í=0. 

19. Funciones Trigonométricas, Invens as. 
y = arc sen x (Fig. 19). 


Esta función es definida en el intervalo (—1, 4-1) . en la siguiente form u : 
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Fiè. 19 Fig. 20 


arcsen x es el ángulo y comprendido en el intervaio--^- < -|y satisface 

la ecuación x = sen y. Es fâcil ver que solamente existe un ángulo que sa- 
tisface las dos condicionesmencionadas. 

Asf pues la función definida y * arcsen x es la función inversa de lafun- 
ción x * sen y para . Como en este intervalo la función 

x =sen y es estrictamenie creciente y continua, entonces y = arc sen x es 
una función estrictamente creciente y continua. 

y » arc cos x (Fig. 20). 

Esta función al igual que la anterior es definida para —1 <x<l de la 
siguiente manera: arc cos x es el'ángulo y que satisfaoe ia desiguahdad 
0<j;< ir y a la ecuación x = cos y. Existe solamen<.e un ángulo que satis- 
face ambas condiciones. Asf pues, la función y = arc cos x es la función 
inversa de x ■ cos y, eri ia suposiciónque Ò<,y< 7 T. Como en este interva- 
lo la función x ■ cos y es continua y estrictamente decrecientè, entonces 
la funciôn y ■ arc cos x es continua y estrictamente decreciente. 

y » arc tg x (Fig. 21). 

Definimos esta función pard todos los valor es de x, en la siguiente for- 
ma: arc tg x es el ánguio y que saiisface las desigualdades -ŷ<y <-| y la 

ecuación tg y ■ x. Asf pues, la función y * arc tg x es lafunción inversade 
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x ■ tg y en la suposición que--f <.y <-£ En este intervalox = tg>es estric- 

tamente creciente y ccvrtinua, por consiguiente la función y * arç tg x es 
también continua y estrictamente creciente. 

y = arc ctg x (Fig. 22). 


t 

r * j 

Y 

i 

n 

2 



V __ 


0 * — ■ ■ 

0 A- 

q-arcctg x 


Â 

Z yarctgx 


Fig. 21 


Fig. 22 


Definimos esta función para todos los valorss de x en la siguiente for- 
ma arc ctg x es el ángulo 'ỳ que satisface las desigualdadeso<ity la e- 
cuación ctg y ■ x. Por consiguiente, la función y * arc ctg x es~la función 
inversa de x « ctg y para Q<.y<.n- Como en este intervalo x = ctg y es es- 
trictamente decreciente y continua entonces la función y = arc ctg x tam- 
bién es estrictamente decreciente y continua. 

y = arc sec x (Fig. 23). 

Definimos esta función para todos ios vaiores de x que satisfacen la con- 
dición |jc|ss1, de la siguiente manera: arc sec x es el ángulo y que satis- 

face las desigualdades O^y^n y la ecuación x » sec y. Por consiguien- 
te, para jc> 1 la función y = arc sec x cs ia función inversa dex=sec y 

en la suposición que 0*^<-L. Como en este intervalo la función x = sec y 

es estrictamente creciente y continua (exceuto para l y=-ŷ)> entonces la fun- 
ción y = arc sen x es estrictamente creciente y cont:nua para xs»l. 



Fig.23 

Para x < — 1 la función y 



Fig. 24 

arc sen x es Ia funcién inversa de x = sen y en 
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la suposición que Como en este intervalo la función x = sec y 

es cscrictamente creciente y continua (excepto pu.ra v = y )» entonces la 
función y = arc sec x es estrictamence creciente y continua para — 1 . 

y = arc cosec x (Fig. 24). 

Definimos esta función para tooos los valores de x que satisfacen k. 
condici.ón |x|^>l, , de ia siguiente manera: arc cosec x es el ángulo y 

que satisface las desUualdades- ŷ<y<ŷy a la ecuación cosec y * x. 

Por ,tanto la función y = arc cosec x para x^sl es la función inversa 
de x = cosec y si tiacemos Corno en este mtervalo U función 

x = cosec y es estrictamente crecienLe y continua (excepto para y = 0), en- 
tonces la función y = arc cosec x es estrictamente creciente y continua pa 
ra xs» 1. 

Para — 1 lafunción y = arc cosec x es la función inversa de x * cosecy 
( — - . Como en este mtervalo la función x = cosec y es estric- 

tamente decredente y continua (excepto para y ■ 0), entonces la función 
y ■ arc cosec x es estriCLamente decreciente y continua para x < — 1. 



CAPITULO V 


DERIVADA Y DIFEREÎVCIAL DE UNA FUNCION 
DEFINICION Y CONCEPTO DE LA DERIVADA 

1. Definición de ia Derivada. Sea una función y « f(x) definida en 
la vecindad de un punto x 0 . Tomemos un punto x t de esta vecindad, dife- 

rente de x 0 . La diferencia x t —jt 0 , que se represenia por Ax, será de- 

signada con ei nombre de incremento de la variable indepen- 
diente. Similarmente, a la correspondiente diferenciay^—y 0 que deno- 

taremos con el sfmbolo Ay la llamaremos incremento de la va - 
riable dependiente. Se obtienen las relaciones siguientes 

x t =x 0 -j-Ax, 
y,=y 0 -\-Ay, 

J'c + Ay— f(x 0 -\-Ax). 

Como 

y 0 =f( x o)> 

tendremos 

*y=f(x 0 + Ax)— f(x 0 ). 

E1 cociente 

A .»__ /Uo-f-Ax) -/(*„) 

ÛJC Ajc 

será designado con el nombre de relación diferencial. 

La expresión, / + —^^ (suponiendo que x 0 tiene un vaior definido cons- 

tante) puede considerarse como una función del mcremento Ax. Podemos 
investigar también si esta expresión tiene un limite cuando Ax, tiende a ce- 
ro. 


Si el límite de esta expresión, cuando Ajf,tiende a cero existe, diremos 
que es la derivada de la función y * f(x), con respecto a x, en el punto x . 
Representaremos a la derivada con el sfmbolo f “'(x), 6 y’ ó más brevemen- 

te con y' Frecuentemente la derivacfa se representa con el sfmbolo 

dx ' 

Este sfmbolo recuerda que la derivada es el lfmite del cociente 

71 àx ' 
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De suerte que 


Ajf-*0 ax ìjc-í.0 aX 


=/(x 0 )=yi=y’— 


dy_ 
dx ' 


La definición anterior para la derivada corresponde mas exactamente 
a la definición de la primera derivada de ia función y ■ f(x) quede- 
bemos distinguir de las derivadas de orden superior,' ( como veremos 
más tarde.) 

Ejemplos. 

1. y - x. Representando por \x un incremento arbitrario de la variabi« x- 
y por \y el correspondiente incremento de la variable y, obtenemos: 

y-\-ky=x-\-tuc. 

de donde 

\y — kx, 

Tx * 

por consiguiente. 


*= lim 5^=1. 


Asf pue6, la derivada de la función y « x es igual a la unidad para to- 
do x. 

2. y=x*. Calculemos la derivada para x » £. Tenemos: 

/(x + \x) = (x + \x)\ 


por tanto 


\y=(x+\xý — x ' = 2x\x + (\ X )\ 

de donde 

£ = 2* + A*. 

Pasando al lfmite, obtenemos 

Iim Q=2x+ \\m\x = 2x. 

lx-+O ax Ajc-,0 

Por consiguiente, para x - 2 encontramos y^ - 4.8 

• Calculemos la derivad.. para x - 1. Tenemos: 
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y + Ly = 


2(x + Lx) + \ 
3(x + A*)+l» 


por tanto 


a» — 2(x + Ax) + 1 2x + ì Ax 

3(x + Ax) + l 3x +1 ' [3 Tx+Ax) + 11(3x + 1) ; 


de donde 


Ay 1 

Ax— [3 (x + Ax) + 1J(3x + 1)* 


como 

lim 

àx—o hx (3x+l)* 
Asf pues, para x - 1 obtenemos: 

yx ~~~W 

4. yz=z2-\-3x — x*. Calculemos la derivada para x 


0. Tenemos: 


/( 0 ) = 2 , 

/(0 -f- A*) =/( Ax) = 2 -f 3Ajc — (Ax)*, 

por tanto 


4? =/(0 + A*) —/(0) = 3Ajc — (Ajc)*; 

de donde 


£= 3 -^ 

asf pues 


lim 

àx-+Q 


£ 


= 3. 


2. Derivadas Unilaterales. De la miema manera como se defi- 
nió el concepto de lfmite unilateral puede definirse también el concepto 
de derivada unilateral. Los límites unilaterales 


litn Zí5.+ *) . -/W 

h-+-Q h 


y /(X«+A)-/(X t ) 

+ 0 h 


definen las derivadas izquierda y derecha, respectivamente. 


En particular, en ios extremos del intervalo [<*, &] de definición de la 
función, puede hablarse solamente de derivaaas unilaterales , es decir, 
de la derivada a la derecha en el punto a y de la derivada a la izquierda 
©n ei punto b. Las observaciones hechas en relación con las derivadas 
uniiaterales son las mismas ^ue las ^ue se hicierarì en relación con los 
ifrnites unilateraies. En particular, de la existencia de la derivada se 
deciuce la existencia de ambas derivadas unilaterales. Asfmismo de la 
existencía e igualdad de las derivaoas unilaterales se deduce ia existen- 
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cia ae la derivada. 


3. Existencia de la Derivada y Continuidad. Para que la 
relación tenga un lfmÌLe es necesario que lim \y = 0,es decir, que la 

ÙX 4jí-»0 

función sea continua en el punto x 0 . Sin embargo como se demostrará 

después, la continuidad no es suficiente para la existencia de la deriva- 
da. 


4. La Derivada como Función. Si una función tiene derivadaen 
cada uno de los puntos dei intervalo [<* ** . (en los extremos del interva- 
lolas derivadas se suponen unilaterales) entonces esta derivaua puede 
considerarse como una nueva función de la variable x. Esta función re- 
cibe el nombre de ia función derivada de ia función primitiva 
y » f(x). A su vez, se dice que la función f(x) posee derivadas y si no se 
indica un intervaio en particular, debe entenderse que la derivada exis- 
te en tooos ios puntos del intervalo de definición de la función f(x) ( en 
los extremos del intervalo se considera únicamente la derivada unilate- 
ral). 


5. Interpretación de la Derivada en Geometrfa y en Ff- 
sica, Consideremos que ia gráfica de ia funciôn y = f(x) (Fig. 25). Esfá- 


cil observar que la relación es igual a la tangenie del ánguio a forma- 

do por la dirección positiva de la áecante que pasa por los puntos A y B 
(correspondientes a los puntos x y x-fAx , 
con la dirección positiva del eje OX *. Si 
ahora el incremento Ajc tiende a cero, esto 
es, que el punto B se aproxima al punto A 
tendremos que el ángulo a tiende al ángu- 
lo 0 formado por la direcciÓn positivade 
la tangente oon la dirección positiva del e- 
je OX, y tga tiende a tga. 


Por tanto. 


lim 


Ax 


= tga 


«* 



Asf pues, puede afirmarse lo siguiente: La derivada en un punto 
dado x es igual a la tangente dei ángulo formado por 
la dirección positiva de la tangente, en el punto (x, 
f (x)) ae la curva con ia dirección positiva del eje 

OX. 


Observación. Conociendo laderivada, puede construirse fácilmen- 
te la tangente de la curva que representa gráficamente ia función dada. Se 


* Se considera además como tìirección positiva de la secante, la direc- 
ción de A a B, es decir, ladirección en la que x crece. 

** Volvemos a considerar positiva la dirección de la secante, aquella en 
que x crece. 
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ve también que si y'* 0, entonces tg 0 » 0 y por consiguiente la tangente 
es paralela al eje OX. Obsérvase también que uno de los problemas li- 
gados al concepto de derivada es el problema de la determinación delas 
tangentes a lacurvâ. 

Además de esta interpretación geométrica podemos encontrar multi- 
tuc de ejemplos que iiustran el concepto de la derivada en Ffsica. 


Ejemplos. 

1. Sea un punto material A que se desplaza sobre una recta. Elegido un 
sentido definido sobre esta recta y un punto arbitrario O, podemos de - 
terminar exactamente la posición del punto A por medio de un número 
s, cuyo valor absoluto es igual a la longitud dei segmento OA, Antepo- 
nemos a' s el signo +, si el sentido del vector OA coincide con el sentido 
elegido sobre la recta, y el signo - en ei caso contrario. (Fig. 26). 


Es claro que a cada momento detiempot corresponde una posición de- 
finida del punto A y a causa de ello un número definido s. Por tantopue- 
de deciree que es una funcióndei tiempo t, esto es, 

s « f (t) 


Fijemos un momento cualquiera de tiempo 
t; representemos con M un incremento arbi- 
trario de t, y con Asel incremento corres - 
Fi 26 pondiente a ia variabie s. Si el movimiento 

es uniforme esto es, si eì punto A recorre en 
tiempos iguales espacios iguales, la velocidad del cuerpo será definida 

por la reiación la que en este caso es constante. Si el movimiento 
es uniforme , definiremos ia velocidad como el lim ^,por lo que la ve - 

locidad es la primera derivada del espacio con res - 
pecto al tiempo. 


2. De la misma manera, definimos la aceleración como la pri- 
mera derivada de la veiocidad con respecto at tiempo. 


6. Funciones Continuas que no Tienen Derivada en un 
Punto Dado. (Ejemplos). Como ya se habfa dicho una función con- 
tinua no forzosamente posee derivada finita. Como ejemplo puede ser- 
vir la función y = \x\ (Fig. 27). En x « 0 la derivada no existe^ ias deri- 

vadas, derecha e izquierda, 
son respectivamente iguai a 


+ 1 y -1. 

Ejempio de la funciôn continua 
que no tiene derivada derecha 
ni derivada izquierda es la fun- 
ción 


Fig. 27 

Para x ■ 0, encontramos A . 

ay 1 

ÂJ= s,n Â3í- 

Pero ia expresión sin^ no tiene ifmite derecho ni ifmite izquierdo. En 


x sin— paraje^O, 
0 paraj:=o. 
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efecto, haciendo Ax„ = —, obtenemos lim sin r— = lim sin/m = 0. 

n n -»oo Ax n n-*ao 

y haciendo Ax„ =-í-, obtenemos: lim sin x-î-= lim sin(4/i4-1) —= 1 

(4«4-l)|. AjC » n-oo ~ 1 2 

Asfmismo haciendo Ajc„ = —- y correspondientementeAx„ = — 

" mt 1 

tendremos: 

iim sin-rl =0, 

y n-»oo A x n 


(4/í + l)ŷ 


TEOREMAS SOBRE LA DERIVADA 

7. Der iva d a de una Función Constante. La derivada de 
una función constarite es igua i a cero. Este teorema es evi 

dente puesto que para todo A-c teriemosAv=0y por consiguiente o 

Ax ’ 

iuego 

8. Derivada de la Funcifin Potencia, La derivada de la 

f u n c i ô n ™ 

y=x" 

(siendo n un entero positivo) se expresa por ia fórmu 
1 a 

y' x =nx n -\ 

Esta fórmula es válida paran>V para todo x y para n = 1 conJC^éO.Pa 
ra »=1 y jc = 0,esta fórmula pierde todo sentido ( ya que la expresión 0° 
carece de contenido ); en este caso, comovimosen la Pág.7éíla derivada - 
es igual a la unidad. 

Demostración. Si con Ajc representamos el incremento de la va-- 
riable x y con A y el incremento correspondiente de la variable y , entonces 
> + Ay = (jc-f-Ax)", 

por consiguiente 

Ay=(x-f- Ajc)" —jc*. 

Aplicando el binomio de Nevvton, obtenemos: 

&=(») *■-• 4x+gy- «uf+...+ 

por consiguiente, en la suposición de que n>l (ver lo antenor), tendre- 
mos: 


r x == nx n - 1 + (”) x-*Ax+ ... +(Ax)-‘. 
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Como 


entonces 


lim Ax = 0, lim (Ajc)* = 0,..., lim (Ax)"-' = 0, 

Ax-»0 Ajf -> 0 Ajf -► 0 ? 


y’ x ==lim£=nx”-'. 


9.Depivada dei Producto de una Constante por un a 
Función. 


Teorema. Si 


y=af(x), 

siendo a un número constante y f(x) una función con 
derivada en un punto x, entonces la función y tienetam- 
bién una derivada en dicho punto x, igual a 


E jemplo. 


y=a/(x). 


y = 5x\ 


Podemos‘hacer a==5, /(*)=**. Como f'(x) - 2x, entonces 
y'x= lOx. 

Demostración. Tenemos 


y-f Ay=a /(x-f-A*), 

de donde 

_ /(* +M-/(x) 

Ax A x * 

por consiguiente, 

y x =af(x). 

10. Derivada de Suma, Producto y Cociente. 

Teorema. Si las funciónes /(*). ?(•*) tienen deriva- 
das en un punto x, entonces su suma y producto tie- 
nen también derivadas en dicho punto a saber: 

1) La derivada de la suma .y=/(*)-| r y(.r) es ifcual 
« y=/(x)-\-<f'(x). 

2) La derivada del producto y=f(x)<ç(x) es igual a 

y'=f(x)'f'(x)+/(x)'((x). 

3) Si adicionalmente suponemos que <p (x) 0, 

existe la derivada del cociente y —Ùí E) y es i- 
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gual a 

y * 

Demostración. l)Si con Ax yA y representamos, respectivamen- 
te, los incrementos de ias variables x é y, entonces de la relación 

obtenemos: 

y -j- Ay —f (x-j- fix) -f- <p (x -f- Ax); 

restando de esta igualdad la anterior, obtenemos: 

AV =/(* + Ax) —/(x) -j- <p (x + Ax) — <p (x). 

de donde 

^— f(x + Ax ) — f(x) , ? (x + Ax)-9(x) 

Ax Ax I • Ax * 

Por consiguiente 

lim t -— lim /(*-f As)—/(*) | j| y(x-f-Ax) —q>(x) 

*X-0 A * Ax ‘iiïo Âi ' 

esto es 


Ejemplo 1. Sea 
podemos considerar 
Como 

entonces 


y’x=f(x)+i (*)• 
y =x*+*\ 

/(x) = X*. ç(x) = JC*. 

f(x) = 2 x , <p'(x) = 3x*, 

y; = 2x+3x*. 


2 ) Tenemos: 


>>-|-Ay=/(x-f-Ax) (p(x-f-Ax); 

de donde 


Ay =/(x -f- Ax) <p (x -f- Ax) — /(x) <p (x). 

Restando y sumando, en el miembro derecho de la igualdad anterior, el 
producto /(x) <p (x-f-Ax),obtenemos: 

A y = [/(•«? + * x ) — / (*)] <P ( x + ^x) +/(x) [tp (x -|— Ax) <p (x)] t 

por consiguiente, con apoyo en los teoremas sobre los Ifmites de la su- 
ma y del producto encontramos: 
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+/(x) lim 

ix -» 0 « 


como las funciones/C*), <p(j:)son contínuas en ei punto x, tendremos 

y'—f WfW+/W 

Ejempio 2. Sea 


y = (*• + *') 5**. 

si hacemos 


/(x) = x* + x\ ? (x) = 5x\ 

entonces 

/'(x) = 2x-+3x\ ^(xj^lOx, 


por consiguiente 

y — ( 2x + 3x*) 5x 3 + (x* -f X 3 ) 1 Ox == 20x 3 -f- 25x\ 

3) Como se na visto (ver Pág. 57 ) para valores suficientemente peque- 
rios de 4x , tenemos 

' P (x + Ax)ŷéO. 


Portanto, puede escribirse: 


a v _ /(* + **) /M 

y <P(-* + Ax) <p(x)’ 


es decir, 

A .— /(* + A *) ?(*)-?(« + M /(x) 

<P(x + Ax)<p(x) 

Restando y surr ando en ei numerador de la fracción, el producto ç(x) /(x), 
obtenemos: 


de donde 


Av - lM!£Í a *> ~/WI -tT(* + M -1 (x)] /(x) 

^ ? (•* + Ax) <P (X) * 


<p(x) Itm /(x + Ax) _ -/(x) _ /(x) lim <p(x + Ax)—<p(x) 

v Ay _ ax -» o _Ax_ ajc-> o _Ax_ 

A ,™o A -* ?(*) lim <p(x + Ax) 

Lx -► 0 


por consiguiente 


EJ EMPLOS. 

3. y= 4 --, 


v > _ <p(x)/'(x) —/(X) <p' (x) 

v ?*(*) 
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En este caso f(x) - 1, f*(x) * 0, por consiguiente, 

ý — _ 

y ?*<*)• 


4, 


:x -»para x^O, ó )y = 


5. 

y 1+** 


, de donde 



Haciendo/(x)=x*-f-5^p(x) = 1 -}-** en todo punto xý=. -i.obtenemos 

4 .# (1 -f* **) 2* — 3x* (** -|- 5) 2x — 15** — x 4 

^ (1-|-x»)* ~ (1+x*)* • 


PROBLEMAS 

Calcular las derivadas de las siguientes funciones: 


l *>=7, 

/=o. 

2 - >=*•, 

ý = 6x*. 

3. y = 2x*, 

>' = 6x*. 

4- 

II 

* 

/ = 4x*. 

5. y = 3x* -j- 2x — 6, 

y'=6x + 2. 

6 * > = *4p^==|(x*-f-5x*). 

= -jj- (5* 4 rf- 15x*). 

7. > = ( 5-}-6x)(4-3x), 

/ = 9(l-4x). 

ô. _y = 2*»(8x-fll), 

/ = 64x*-f 66x*. 

9. y _J_ 

* 4x** 

, 9 

>-“43?* 

10 **-2x-f3 

y ~ x*-t-2x-f5’ 

— 16 + 4x + 4x* 
y “ (x* + 2x + 5)* 

u -»-î±S- 

, 12 
y — (3 — 2xf '* 

la - ’-h- 

'A 

II 

1 

*I5 
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13. y = 9x* + ±- 


11. Der ivada cjie una, Funciôn Compue s.U. S i la f unc i p : n,, 
' y=/ (?(*)) está formada por las funciónes y = 

a = tp( jc), contínuas, entonces la derivada de la fun- 
ción compuesta existe y es igual a 

y'x=f'(u)-u' x , 


ó 

Ejemplo. Sea 

haciendo 

obtenemos: 

por tanto 

y finalmente 


y x *=n?<*))ïí*)- 

>==X5-|-2jc —3xY. 


u =5 -J— 2 x — 3x\ 


y = u'\ 


ý = 5 u*u’ 


ý = 5 (5 -f- 2x — 3 X y (2 — Qx). 


Demostraremos en primen lugar el teorema formulado bajo la condi- 
ción de Que para áxý=o 

Au = (x-fr Ax)i T f (x ) 0. 

Haciendo A y=f(u+-Au)~f(u), obtenemos 

Ày _Ay Au 

. Ax — * Au- \x ‘ 

Como lím Au = 0 tendremos 

Ajc-,0 


lim 

Ajc -► 0 


0 


lim 

AJC 


Aa 


pop tanto 


y'x=y»-u x . 

la demostración para el caso general se da en la Pág. 113 ‘ / .v. 

12. Derivada de la Función Inversa, Si una función e s- 
trictamente monótona y « f( x). tiene , para çierto ya - 
lor de’ x, derivada difef>entè de ceró, entonces 1 a fun- 
ción inversa x = <f(y) tiene, en el punto y correspon- 


BANACH - 
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diente , una derivada 

T-0,)= rá' 

Demostración. Representemos p>or Ay e 1 incremento de la va- 
riable y, ý por Ax el incremento correspondiente de la variabìe x. Ten- 
dremos: 

——— 

àx 

por consiguiente, 

STï- 

Como litn A*r=0, entonces 

lim lim (x) 


y, por consiguiente 




EJEMPLOS. 

1 . y=f(x)= Vx. 

Elevando al cuadrado obtenemos: 

Por consiguiente, la función inversa es 

x=<f(y)=y*. 


Como 

tendremos 


S. 


'-■/Ifr 


<p'Cy)=2^, 


= ?'(y) 2>- 2 yr‘ 


Elevando al cuadrado: 



de donde 

x= fW =,'ŷ3Ç. 

Aplicando a y(y) el teorerna sobre la derivada de un cociente, obtenemos: 
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«' ly) = (>* — 1) (— 4 y) — (1 — 2y*) 2y 
T (y’ - 1J* 


- (/-!)* 


y, por tanto. 


Esta derivada puede caicularse también apoyándonos en el ejempio an^ 
terior y en el teorema de la derivada de una ftnción compuesta: 


Haciendo 

u=ï±l, 


x + 2* 

obtenemos: 

y = Vu, 


v' — _1 j/xT* (X + ?)'l-(X + l)-l 

2yj 2 V X + 1 (x + 2)* 


por consiguiente, 

v' —1 1 l/ï±2 
y ~ 2 ‘ (jc + 2)* K *4-l ■ 

el mismo resuitado anterior. 


DIFERENCIAL DE UNA FUNCION 

13. Definiciôn de la Diferencial. Supongamos que la función 
y - f(x) tiene una derivada contfnua. Representemos por \x un incre - 
mento arbitrario de la variable independiente x, y por Ay el correspon- 
dienté încremento de la vaHable dependiente ý. La expresióh 

aue representaremos por los sfmbolos d x y, dj{x) será designada con elnom- 

bre de dif erencial de la variable y con respecto a la variable x en el 
punto x. Escribiendo, por necesidades de simetrfa, d x x «n lugar de Ax, 

obtenemos la siguiente fármula: 

d x y =/' (x) djc, (!) 

de donde 


i 

Observemos, además, que las diferenciales d^y y d^x son funciones de la 
variable x, y que la función d^x adquiere un valor constante áx. 

14. Diferenciai de una Función Compuesta. Consideremos 
ahora el caso en que x es una función de otra variable t: 

*=*<*)■ 

Supongamos que la función <p(/) es contfnua y que tiene derivada contlnua. 
Sea x—<f (/,) = x t el valor de y(/) cuando t - . se tendrá 
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Análogamente con lo anterior obtenemos la fórmula 


^ = <p' (^i) 


( 3 ) 


La variable y puede considerarse dependiente de t, a saber: 

Obtenèmos ahora la rel'ación 

^ = <!>'(*,K*. (4) 

Pero con base en el teorema sobre la derivada de una función compues- 
ta. vemos que 

Ý'(g=/'K)f (*,). 

Substituyendo esta expresión en ia fórmula (4), obtenemos: 

; <y ==/'(*,) *'(/,)*,*, 

de donde, en virtud de la fórmula (3) 

dty==f'(x y )d t x, (5) 

Comparando lafórmula (l) con la fórmula (5) adverti)T:os que pueden 
escribirse simbólicamente en la forma 

dy=f'(x)dx. (6) 

Laa fórmulast 1 ) y (5)i.pueden obtenerse de la fórmula (b) escribiendo 
en lufisF.de d ,. çorrespondienteiriente, d x 6 d t . 

Los sfmboios uy y dx no son los más pdecuados. Sin embargo, cuando 
no haya posibilidad deconfusîón los usaremos en iugar de los sfmbolos 
d^y, d x x 6 de los correspondientes d# . d t x.. Se aprecia el valor de lafór- 

mula (6) si volvemos la atención al necho de que se emplean oos fórmulas 
para defermihar la derivada de y con respecto á x. A saber, cuando lava- 
riâble y dêpeiide directamehte de x, entonces 

y’x=f(x) 

cuando la dependencia de la variable y con respecto á x se da por medio 
de otra función (intermedia) u, entonces 

y x =f’(u)u’ x . 

Para encontrar las diferenciales, usamos en ambos casos, las mismas 
fórmulas: 

d xV~f(x)d x x y 

d xy=f'(u)dju 

6 


d y ~f' (x) dx, 

d y^f(u)du. 
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15. Difèrencial de la Suma, el Producto y el Cociente. 
De los teoremas sobre las derivadas de la surpa, el producto y el cocien- 
te pueden obtenerse fórmulas análogas, las diferenciales de ia suma, pro- 
ducto y cociente. Sean u y v funciones de x: 

«=/(*). v = <f(x), 

que poseen derivadas continuas. Si hacemos 


entonces 


y = a-f-v. 


de donde 

por consiguiente, 

es decir, 
análogamente 


y , x— u ' Je ~h v ' X ’ 

y‘ x dx = u’ x dx -f- v\dx, 

dy = du-\- dv, 
d (u -f- v) = du -j- dv. 


d cu = c du, 

donde c es un número constanie 


d(uv) = udv-\-vdù, 

u \ _ vdu — ndv 

\vj v* • 

Observación. En la práctica frecuentemente resulta más conve- 
niente operar con diferenciales y después dividiendo entre la diferencial 
de ìa variable independiente, pasara las derivadas. 

16. Interpretación Geométrica de la Diferencial. La dife- 
rencial puede representarse geométricamente de la siguiente manera. 

En la Fig. 28 se ve que 


dy =/' (x)dx = tga-dx = CD. 


La diferencial dy, en términos generales, es diferente .de, by , pero 
su diferencia BD es muy pequena en comparación con dx, parà cíx muy 
pequerías, ya que 


[%-£] =/'w-/'w=o. 


En la práctica, cuando se trata solamente de valores aproximados pue- 
de considerarse, para pequenos incrementos dx, que 

Ly=dy=r (x)dx. 
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DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES 

17. Derivada de la Funciôn Potencia. La derivada de la 
función 

para un n arbitrario, se expresa por la fórmula 

y'x=nx"~ l (xý=0). 

Ya hemos demostrado (Pág.76) esta fôrmula para el caso en que n es 
un entero regativo. Pasemos ahora a los casos restantes, a saber. cuan- 
do: 

n es un número entero negativo, 
n es un número racional, 
n es un número real arbitrario, 
n es un número entero negativo. 

Haciendo «=—r (/•>0), presentamos la función en la forma 

y=^r 

De acuerdo cori el teorema sobre laderivada de un cociénte, tenemos: 

< *'*0 — rx r ~ l . . , rx r ~ l 

y* = . e s decir>;= — r -±— = — rx-"*, 

asf pues 


y x =nx n - t . 
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n es el número recfproco 


de un entero. Hagamos/*=ý 


y = x r . 


gue es la función inversa de 


x=y r , 


por consiguiente , 


x'y = ry r ~\ 

de donde, por el teorema sobre laderivada de una función inversa te- 
nemos: 


y'x = -^-=— J~-(y=£0, x^=0). 

Xy ry r ' ^ 


como 



entonces 


6 


asf que, otra vez 


, 1 
y*~T 


,-rv-o' 



y' x = nx n - í (si xŷéO). 
Para x » 0 la derivada no existe. 


nes un número racional.Hagamosi/j=^.. Podemos enton- 
ces, considerar la función 0 

p_ 

y = x« (x^O) 

como una funcicfn compuesta formada por las fundones 
y=u p y u=x* . 

Por el teorema sobre la derivada de una ftnción compuesta, para x=fcO 
tenemos: 


y' x =yW x , 

y x =pu p - l j x~9~ l , 

i i 

ý x =p(xT)P~'± xï" 1 , 

p_ _L+_L J _i _ p_ 

yx =^ x9 9 9 x 9 



8 * QALfXmi M V*JXmAk-ï 

es clecir, nuevamente 

ý x = nx n ~\ 

n es un número irracional. En este caso nuestra función pue- 
de considerarse compuesta, formada por las funciones 

y — e a , u = nlog e x (= n\nx). 

Entonces, con base el párrafo 19 (ver Pág.90) tenemos para xý^O 
ý x =ý a a' x = e tt ^ 

de donde, como 

e*=y = x H , 

tenemos: 

ý x ==x n -^ = nx n - 1 . 

Si/i>l,puede demostrarse que la derivada ý x =0 para x * 0. 

Si«<l.entonces para x * 0, la derivada no existe. 

Ejemplos. ^ 

l -y= yx-=x>, 

por consiguiente, 

2. y=x^, 
ý = Y2 x yï-k 

y = Yx-ýa = (x-\-aŷ , 
asf que' 

y=|(*+»‘' T =ï7ïT5- 

Usamas, para esto, el teorerna sobre la derivada de una función com- 
puesta ( u * x + a). . 

PROBLEMAS 



t.y= y^x - 2x\ 

y= 

2. y = 7xýT+2Ï, 

H 

3. y = 2 + ý* 
2-Vx’ 

y’ = 


3 Y( Zx-2x'f 
7(1 + 3*) 
ýl-\-2x ' 

2 

ýx (2 — ýx)* * 
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18. Derivada de una Funciôn Logarrtmica. La deríva- 
da de la función 

y — log a x (a>0, a/=l) 

se expresa mediante la fórmula 


(donde ln a = log a). 


y'x = — \og a e = - 


Demostrac ión. Tenemos: 


por consiguiente. 


y-\-iíy = log fl (x -f A.r), 


Ay = log fl (x -f Axj — log fl 


*y= log fl _ io ga f \ -f ) 


E=À ( 1 + ¥) = 4 - é '«e. (<+^) . 

^ = l,o g .[(, + ^f]. 

haciendo ^ = r, obtenemos: lim. .| r j.=^= -^f-oo r por consiguiente^ 

ax ClX -*Q 

= „,!!+.('+^) r= '- 

En virtud de (1) tenemos: x 

y ‘ = s : =jt„ [t '°«. (>+t )“] 

Como el logaritmo es una función contfni^a. tendremos 

+£)^=fo& í=J f. 

En particular, si y = i 0 g e jc = l n jc, entonces y x== ± t 

Asf pues, si se toma el número e como base de los logaritmos, la 
derivada expresa más sencillamente, en la forma 1. Los logarit- 

mos de base e se llaman logaritmos naturales. Siempre que se ks- 
criba ln x sin indicar su base, se entenderá que se trata del logarit- 
mo natural del número x. 


i. y = logj # x, / = llog i0<? =l .0.4342945... 


a -y = ln f(x) (f (x) > 0). 
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Haciendo 

u=f(x), 

teftemos: 

3. _y = ln J^IOjc — jc*=~ln(10x— jr*).Aquf tenemos /(jt) = lOx—*•, 
por consiguiente, según el ejemplo anterior, 

_ 1 10 — 2x _ 5- x 

y 2 ' TOx — x 1 ~ 1 Ox — x* ‘ 

PROBLEMAS 

1. y = ln8x, y' = ~- 

2 * > = l n |^ 7 i = ln ( 5 4- 4 ^)-ln(3 + 7 *). >' = (5-f 4x)(3-f 7x)‘ 

3. y = ln(lnx), >' = J]ÏÏ^ 


19 Derivada de una Función Exponencial, La derivada 
delafunción 


y = a x 

se expresa por la fórmula 

y' = o* ln o. 


En particular, si 


entonces 


y = e x , 


y' = e x . 


De mostración. La función inversa de y=a x , es la función 
jr=log a ^. As f pues. 


x > = ~ log a e , 

en virtud del teorema sobre la derivada de una función inversa, cuidan- 
do que obtenemos: 


En particular, si a 
tendremos y x = e x . 


y ‘= = ïr = ûte = aX '' u ‘- 

entonces in a - 1, por consiguiente, cuando y = e x . 


Asf pues, la función y = e x tiene la interesante propiedad de que es 
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igual a su derivada. 

Ejemplos. 

1. y = 5 x , ý = 5* ln 5. 

2. y=e*. 

Haciendo a=x *. obtenemos: 

y — e“ t ý=ze“u' = 2xe*\ 


3. y = e Vl + 2x + 3 *\ 


Haciendo a=V 1 + 2x-f 3jc* = (1 -f 2x + 3jc*) v , tenemos nuevamente: 

y=e a , ý = e u u'\ 

calculamos u'aplicando otra vez el teorema sobre la derivada de una 
funciÓn compuesta. Haciendo v=í -\~2x-\-3x*, obtenemos: 

1 l _I 

» = . u' = — iy 2 t/. 


por consiguiente. 


»' — J_ 

2 Fi +2* + a**’ 

> =- r '+ 3 Ì eVl + U + A* 

Vì+2x + 3x* 


PROBLEMAS 


*• y=(7** + 3)‘, 

2. >> = ln(U<?*4-2), 

3. _y = x’e*, 


y = I0(7**-f 3) 4 7**ln7. 

,_ 1 \e* 

y 1 \e* 4-2 ’ 
y' = e* (x* 4- 3JC*). 


20. Derivadas de lás Funciones Trigonómétricas. 
y*senx, y'-cosx. 

Tenemos 


a x — 


y -f- Ay = sin (x -}- Ajc), 

sjn( jc 4- Ax) — sin x _ 2 ^y cos (*4-^) 
Ajc Ax 
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por consiguiente, 


Av _ S " 2 / , Ajc \ 

Ajc Ajç • C0S (*+ Tj * 


Haciendo — h , obtenemos, a causa de la continuidad de ias funciones 
sen x y cos x: 


lim h — 0, 

Aj(-»0 


lim l* m -t—= 1 (ver Pág.b3 ) • 

Aje 0 ZZ h ■+ 0 " 

lim cosf x 4-^tt ) = lim cos (x4-/t) = cosx. 

A*-*0 V * / /i->0 


por consiguiente. 


y = cosjc, ý = — sin x. 

Observemos que cos x - .sen(ŷ-**);.por consiguiente, la función 
V 3 cos x puede expresarse como una función compuesta. formada por 
las funciones 

> = sinz y z = ^ — x . 

Apiicando el teorema sobre la derivada de una función compuesiaob~ 
tenemos: 

yx=y'z-z’ x ; 


pero 

y 


ý t = cos z = cos (-j 



z' x =~\. 


por consiguiente. 


ý x — — sinx. 


y=ìgx, ýss— 

* cos*x 

Como ,y = tg.* = -^L, entonces por el teorema sobre la derivada del 
cociente, obtenemos 


, cos x-cosjc — sln x-( — slnx^ cos* x -f- sin 1 x 

COS* X COS*JC * 


por consiguiente. 


y=cigx, ý 


sin* x 
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Similarmente con lo anterior y = 


'sinx * 


_sin *•( — sin x) — cos x cos x 

y * i' 


asf que 

- (sin* x -f- cos’ x) 
sin* x 


1 

sin* x * 


y — secx, / = $e cxtgx. 


Tenemos: 
por tanto 


y cosx' 


y _ cosx -0 - 1 •( — Sinx) _ sin x 

" ' cos‘ X cos* X ’ 


y x = 

y = cosec x, y = — cosec x ctg x. 


cos x cosx 


= sec x tg x. 


Tenemos: 


por consiguiente. 


de donde 



„> _sinjc- 0 — 1 -cosx 

y * -iiHTi- 


COSX . 
sin’ x ’ 


y’ x = — cosecxctgjc. 

sin x sin x 

Ejemplos. 

1. y * sen 4 x. Haciendo u * 4x, obtenemos y = sen u, asf que 

/ = cos a-a y = 4 cos 4x. 

2. y= itgx*. Haciendo »=x*-; obtenemos y » tg u. 


3. y 


1 , 1 
y ~côsTu' a ' por consiguiente, /= — ~.2x. 

10 10 
cos x. Haciendo u * cos x, encontramos y = u , asi que 

/ = 10 u*u’ = — 10 cos’ x sin x. 


PROBLEMAS 


I • y = 2 cos x + 5 sin x, 


y’ = — 2 sin x -f- 5 cos x. 


2 . y = i 


2 x 4 - 1 , 


/= — 2 sin 2 x. 
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3. y — sin* x. 


y — 2 sin x cos x = sin 2x. 


4. y = ctg (x -|- e*), 


/ = 


1+e* 

8Ìn’ (x-f e*)‘ 


21. Derivadas de las funciones trigonomécpicas inversas. 

ysarcsin x, y' x = y~= (| jr | < 1). 

la función inversa será x * sen y, por consiguiente, 
xý=cosy. 

De donde, según el teorema sobre la derivada de una función inversa 
obtenemos: 

y* Hý côsŷ ’ 

donde y =£-. que corresponde a los valores xýr.-^-\. 

Como 

cosy = j/T— sin*jf 


(la rafz positiva, porque entonces 

cosy = VT^ x *, 


de donde 



Observación. Puede demostrarse que para;c=;+l la derivada no 
existe. 

y = arccos x, ý x =—yJ==, (|jc)<1). 

La demosLración es semejante a la antenor. 
y asarctg x, ý x ^~^. 


La función inversa será x * tgy. por consiguiente 

x' y = —L_ 
cos*y 

(puesto que -y <y<ŷ , entonces :rj,existe siempre y es diferente de cero) 


De donde 
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y'x — ^-r — cos 1 y, 

pero 

^3;= i +ig*y= 1 + *\ 

por consiguiente 

y * = T+T l * 

y = arcclg x, ý x = — - . 

La demostración es análoga a la anterior 

y — arcsec x, y x = (| y | > 1), 

La función inversa será x « sec y y por consiguiente, 

x' = sec y igy 
y 

( con exclusión dey = 0, y = n, que corresponde a los valoresx = +. l),de 
donde 

y * sec y tg y * 

Para jc> Itendremos 0<jr<;±. t por tanto 

sec.y = x = |xj, 

tg y = V sec\y — í = V*— L 


Tomamos la raf2 de signo positivo, porque en este caso tg y es positi- 
va. Por consiguiente, para x> 1 tendremos 

y *~\x\VlF=î' 

Parax<— itenemos -£<y<ir, es deár, tg.y<0, por tanto 


tg.y =— y sec*y — 1 = — Y x* — 1, 


por consiguiente 


Como.v<- l,entonces|x| = —y nuevamente 
ý =_L=- 


y = arccosec*. y x = (|x|>l). 

La demostración es semejante a la anterior . 
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Ejemplos. 



1 • y = arcsin \Tx*. 



Haciendo 

l 

U — x' 1 , 


tenemos: 

y — arcsin u. 



II 

■<j 


por consiguiente. 

y vr^T*‘2^- 


2 - J’ = arctg|^. 



Haciendo 






entonces 

y=zatc\gu, 


pero 




..'-.í 1 +*)•(— 1) — {I — JC)- 1 

(iH-x) 1 — 

2 

(l+x)*’ 

por consiguiente. 

V = __ 0 + x)*. 

1 


(1+X)‘ (1 +x) s -f-(! -x)*~ 

= -ttz 

3. y — arcctg V x. 



Sea 

u = ]/~x. 


obtenemos 

y = aïcctg u. 




1 

‘ 2/J ' 


PROBLEMAS 


1. ,y==arcctg -~=, 

y'— 1 

2(x-|- 1)F* • 


2. y = arcsin (2jc V 1 — x‘), 

v 


3. y = x arcsin x V 1 — **, 

, / = arcsin x. 
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22. Derivada Logarftmica. Consideremos la función 

y={f(x)r x \ 

donde las funciones f (x) y y(x) son contfnuas, además /(x)>0. Toman- 
do logaritmos naturales en ambos miembros, obtenemos: 

lny = <p(jc)ln/(x). 

Consideraremos á In y como una función compuesta de la variable x. 
Encontremos su derivada: 

^ = <P' (*) ln f(x) + <P (*) • (1) 

v 

La expresión ■‘7 recibe el nombre derivada logarftmica de 
la función y. La igualdad (1) tomando en cuenta que y = {/(x)}**’,nos da 

/={/(*)}«*< [ T '(*)lo/w+ ? (*)^'|. 

Asf pues, mediante la derivada logarftmica podemos determinar la de- 
rivada de la función j>=={/(jc)}n*). . 

Ejemplos. 

1. Encontrar la derivada de ia función y = r* (x>0). Tenemos 

ln y ■ x ln x 

por consiguiente, 

íL=l.l n x + x-j = lnx-|-l, 

de donde 

y=x*(lnx-f 1). 

2. Determinar la derivada de lafunción ^ = (sinxl co ** ( 0 <Jf<ît). 
Tomando logaritmos, obtenemos: 

lny = cosx In sinx, 

= — sinxln sinx-fcosx^-î, 
y 1 sin x ’ 

por consiguiente. 

y’ = (sin x) co * * — sin x In sln x -f • 

PROBLEMAS 


la *- l \nx. 


1. y = x ,n 


y' — 2x l 
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2. y — (In x) x , /^(lax^-'ll + lnx'lnlnx]. 

3. ^=(- 7 )* /=(4r- 


DERIVADAS Y DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR 


23, Deri vadas de Orden Superior. Si la función y =f(x)tie- 
ne una primera derivada, entonces la derivada de esta derivada, si 
existe, recibe el nombre dederivada segunda dela funciónf(x). 

Análofìamente, la derivada de la segunda derivada se llarna deri - 
vada tercera, etc. Simbólicamente las derivadas de orden supe- 
rior se escribirán de la siguiente manera: 

y' x , y x „ y$, y ( x V, .... y% 

6 


6 


y', y", y'", y { *\ y {l) , ..., y ,nt . 


f'(x), f”(x), f"(x), f"'(x), r\x), .... f >n fx), 

o también 

dy d*y d'v d*y d*y d n y 

dx ’ dx* ’ dx* * dx* ’ dx* ’ * * * ’ dx n * 

Ejemplos. 


1. Encaitrar las derivadas de ia función y ■ a x . Tenemos: 

y' — a x ln u, 
y"=a x \\na)*, 
y"’ = a x (\na)\ 

y <n) =a x (\na) a . 


Si y = e X , entonces v (n) = e x . 


2. Encontrar la derivada de la función y = x k . Tenemos: 
y’ = kx k -\ y'" = k(k-\)(k-2)x k -\ 

y" = k(k— 1)X*“‘, ........... 

y (n) = k (k — 1) (k — 2)... [k — (n — 1)] 

Si k es un número naturai, tendremos 

y <*> = k(k— ì)(k — 2).. .[k — (k — 2)].\=k\, 

y <*+i>_0. 


3. Encontrar las derivadas de ia funcíón y = 



y" = 

y'" = 


-L=(-\y.. 


ln x. Tenemos: 
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_ | yt -) ( w ~J) •' 

4. Encontrar las derivadas de la función y = sen x. 
y' — cos x — sin + » 

y" — — sin x = sin (x + n) = sin (jc + 2 ■ ŷ 
y'" — — cos x = sin ( x + 3 • ^) , 
y 4, = sinx' = sin ^jc + 4--j) , 

y ,,, = sin(*-|-fl-j). 


Análogamente, si y » cos x, entonces 

y*»= cos (x+ìi-J). 


PROBLEMAS 


1. y = e*+**, 

y" = 4*e J + 4X , y” = 4*e t+AX . 

2. y— sin 5x, 

y«) = 5"sin(5x + /i.-|). 

1-cosx 

r: _ tg T 

‘ y sin x ’ 

^cos’ Y 

4. y = \nf(x). 

/(x) f" (x) — f'*(x) 
y ~ P(x) 

s- y = Vx, 

3 1 

’ ~*V*’ 


24, Fórmula de Leibniz. Sea y - u v, donde 
de la variable x. Entonces 

y' = u’v-\-v'u, 

y" = U"v + u'v' + u'v' -f -uv" = u"v + 2 u'v' + uv*, 

y'" = u'”v + u"v' + 2 u"v' -j- 2 u’v" -j- u'v" + uv" = 

= u'"v -f- 3 u"v’ -j- 3 u'v" -j- uv'", 

y 4 * = u li) v + 4 u'"v' -f- 6u"v" -j- 4 u’v'" -j- uv'*\ 


Tenemos 

)• 


y v son funciones 


Vemos pues, que los coeficientes de las fórmulas escritas antes se ob- 
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tienen igual que en el desarrollo del binomio (a-|-ft) n según la fórmuia 
de Newton. Con ayuda de la inducción completa puede demostrarse 
la validez de la fórmuia, semejante a la fórmula de Newton, a saber: 

y»> = ««»>*-+-(") «'"-V + ... +ai/"’. 

Esta fórmula se designa con el nombre de f ó r rn ula de Leibniz. 

Ejemplos. 

1. Determinar la derivada enésimade la función y = xe x . 

Haciendo u « e x , v = x, obtenemos, según la fórmuia de Leibniz: 

y ( "> = xe* + ne x . 

2. Frecuentemente lafórmula de Leibniz permite determinar con faci- 
lidad el valor de la derivada enésima para un valor particular de x. A- 
claremos con algunos'ejemplos. 

Determinar el valor de la derivada enésima de la función f ( x ) = 
= arc tg x, para x = o. 

Tenemos: 

de donde 


f'(x)( 1 + jc*) = 1. 

Tomando ahora la derivada enésima según la fórmula de Leibniz, ob- 
tenemos: 

J ***’ (*) (1 +**) + n (x) • 2x + (£j /‘"-> ( X ) . 2 = 0. 

Haciendox = 0 obtenemos: 

*» (0) + n (n — 1 )/*"-''»(0) = 0, 

por consiguiente, 

;,/.+«> (0) = _ n (n — 1 )f n - " (0) (n > 0). 

H emos obtenido una fórmula conveniente de reducción para el valor de 
la derivada enésima, cuando x = 0. 

Como f' (0) = 1, f’(x) = — j ï ~Tx *)» 1 esto es /"(ty^ 0 , entonces, haciendo 
n = 2, 3, 4, 5, ..., obtenemos de laformula de reducción 


f'" (0) = — 2 • 1 = — 2, 

/ ,4 >(0) = 0, 

/“'(0) = — 4-3-(—2) = 24, 


3. Determinar el valor de la derivada enésima de la función 
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para x = 0 
Tenemos: 

/ (jc) (** — 3x -j- 1 ) = 2x + 1 . 

Tomando la derivada enésima («>2), obcenemos: 

/“' (*» (•«* - ar + 1) «(2* - 3) + -> (,). 2 = 0. 

Haciendo x = 0, encontramos: 

/<»> (0) — 3«/‘ n - *> (0) -j- «(/, _ i)/<»-*) (0) = o, 

de donde 

/<*> (0) = 3/i/<«- *> (0) — n(n— 1) /<*-•» (0) (-, > 2). 

Determinando la primera y la segunda derivadas directamente, obte- 
nemos: 

f' (0) = 5, /* (0) = 28; 

después haciendo n = 3, 4, 5, .... determinamos mediante la fórmula de 
reducción, las derivadas de orden superior. 

PROBLEMAS 


1. v = í x (3x*-4), 

2. y — x Inx, 


>!<»> = e x |3jc* -f 6/ix -+- 3/i (n - 1) - 4). 

v ,m- (- »>"(«-2)! 


3. y = x* sin x, 

y< n) = x* sin (x + n ŷ j + 2nx sin |Vk«- 1)-jj +«(n— l)sin |^x+(n-2)-jj . 

4. / (x) = (arcsin jc)», (1 - x l ) f" (x) — xf' (x) = 2, 

/< 2n +»(0) = 0, /< in >(0)=2.2*.4*.6*...(2/i - 2)*. 

5. / (x) =e* iax , f' (x)=/ (x) cos x. 


/<"+»(0)=/<»>(0)- (") /'"“*>(0)+ (4) /'"~ 4 >(0) — .... 


he donde 


/ (0) = 1, f' (0) = 1, /»(0)= 1, /"' (0) = 0, /•»= -3,... 

Represent ación Paramétrica de una Función. Sean 
dadas las dos funciones 


x=f{t), y = <p(0 

ee una variable t, definidas y contínuas en uno y el mismo intervalo. Si 
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la función x = f (t) es estpictamente monótona, entonces existe su fun- 
ción inversa í = ŷ(jc), es también conufnua y estrictamence monótona. Por 
esta razón y puede oonsiderarsecomo una variable dependiente de la va- 
riable x a través de la variable intermedia t. Haciendo 
y = f (l(x))=F(x), 

vemos que la función y = F (x) es continua. Diremos que esta funciónha 
sido dada paramétricamente, por medio de la variable t. 

Ejemplo 1. Sea 

x = rcost, y = rsint (0 tt). 

Como la función x = r cos t decrece estrictamente para enton- 

ces, despejando t de la primera ecuación y substituyendo en la segunda, 
obtenemos la función buscada de la variable x. 

O más facilmente, si observamos que 

x 1 -J-^y* = r* (cos* t -J- sin* /) = r*, 

de donde 

Escogernos la rafz de signo positivo ya que la función y = r sen t es no 
negativa para o</<tt. 

Tomando' tt < t < 2tt, obtenemos: 

y = — Vr' — X*. 

Ve^os asf que cuando t varfa de 0 a 2n, las fórmulas 
x = rcost, y = rsint 

determinan dos funciones de la variablex cuyas gráficas forman una cir- 
cunferencia completa. 

La representación paramétrica tiene un valor particularmente importan- 
te en el estudio del movimiento de un punto. Si un punto se mueve en un 
plano, sus coordenadas x, y, serán funciones del tiempot. Dadas estas 
fundones 

* =Mi), y = «p‘(0, 

el movimiento del punto queda perfectamente determinado. En todo inter- 
valo detiempo , en el que la función f (t) sea estrictamente monótona, pue- 
de procederse como antes, para determinar la función y = F (x) cuyagrá- 
fica será la curva descrita, en este intervalo de tiempo, por el punto de 
movimiento, En el ejemplo anterior las funciones describían el movi- 
miento uniforme de un punto sobre unacircunferencia. 

Supongamos ahora que las funciones 

*=f(t), y — <e(t) 

poseen derivadas contfnuas en la vecindad de cierto valor de t ý que ade- 
más para ese valor, f "(t) £ 0. Sea la función/ = <J>(jic)la función inversa (en 
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la vecindad del punto t) de x - f (t). Como la función tiene una de- 
rivada que se expresa por la fórmula 

entonces, por el teorema sobre la derivada de u».a función compuesta, la 
función y * F (x) =* ¥(<!>(*)) tiene por derivada 


por consiguiente. 


y x = <f' (<I> (■*))•<!/ (x). 


y' x 


_ 9' (t) 

f(ty 


Demostramos, por lo tanto, que la derivada de una función represen- 
tada paramétricamente, se expresa por la fórmuia 


si solamente /'(/)^0. 


Ejemplo 2. Considerando la función definida en el ejemplo 1, obte- 
nemos: 

* = W/=- ctgí «>• 

Es fácil determinar. las aerivadas de orden superior, admitiendo la 
existencia de las correspondientes derivadas de las funciones /(/) y 

?(/)• 


Obtenemos laderivada segunda de la siguiente manera. Observemos 
que la función y x está dada paramétricamente por las funciones: 

x=f(t). 


de donde 



por consiguiente 

... f(t)y ffl-/'(/)? , (o 

y ' x ~ if (t)\* 

Análûgamente, haciendo y* = ip f (/), obtenemos: 



Por consiguiente, 

/x = {[/' (/)]* <0 -/' (*)f" (0 «p' (0 - 

- 3 r (/)/" (/) / (/)+3 [/" (/)]* / (/)} • ^. 

Prosiguiendo de la misma manera podemos determinar ia derivada de 
cualquier orden. 
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PROBLEMAS 


1 . y — at, 
x = a(ì-t). 

y x = -\. 

2. y = sin* t. 

y x = \ig2t. 

jc = sin2 1, 

S. y = sin t — t cos t, 
x = cos t -J- 1 sin t. 

y^=tgt. 

4 ., = ÌC. 

>= 1 « 



26, Diferenciales de Orden Superior. Como ya se ha dicho, la 
diferenciai 

dj=f' {x)d x x 

es una función de la variable x. Cabe entonces hablar de la diferencial de 
una diferencial, Escribamos 

d x (d x y)=d ì x y, 

d K {d'j) = d'j, 


d x (dy'y) = dy. 

Llamaremos diferencial enésima 6 diferencial de enési- 
mo oraen ala expresión d n y 


Aplicando el teorema sobre la diferencial del producto, obtenemos: 
dly = d x [f (x) d x x)=df (x) d x x +/' (x)d' x x. 

Como 

df(x)=f"(x)d x x, 

y 


d' x x = 0 


{ ya que d^x es constQnte), entonces 

d' x y=f"(x) (df'. 

Se obtienen, similarmente: 


O =/"' (x) (d x xf, 
d n x y=f n >\x)(d x x) n ' 


Escribiendo d en iugar de d x 


f"(x) = 


—Ajl 


( d x x)• 


•' W 'M=ïfcp- 


dx n en lugar de I (d x xf , obtenemos 
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g=/"W, 


dy 

dx H 


=r n >(x) 


Debe, sin embargo, recordarse que en estas fórmulas las diferencia- 
les se han tomado con respecto a la variable x. 

Aceptemos ahora que y y x son funciones de ia variable t. Obtendre- 
mos: 


(-ty=f’(x) ds, 

rì'y =/" (x) (dtx)' 4-f (x)d' t x. 

rì'y =f"(x) (dfX)* 4- 2 f" (x) d t xd\x +/" (x) dfXd'x -f/ (x)d\x 


(Comoahora d t x no es una fundón constante, d\x no podrá etiminar- 
se), y por consiguiente 

=f" (x) (dtX)*-\- 3f” (x) dtxd\x +/'(x) d\x. 

Empleando los sfmbolos incompletos, obtenemos: 


dy=f(x)dx, 
d*y =f (x) dx' -\-f (x) d*x, 
d'y =/'" (x) dx' -f 3f" (x) dxd'x -\-f (x) d'x, 


Observemos que éstas fórmulas son efectivas siempre y cuando en 
lugar de d se escriba d s , ya que entonces 


d\x = 0, d\x = 0, etc. 

Como antes, continuaremos usando los sfmbolos incompletos en todos 
los casos en que no haya posibiiidad de confusíón. 

Si la función y = F (x) es dada paramétricamente por las funciones 

x=f(t), y = <f(t), 

entonces, tomando diferenciales con respecto a la variable t, obtenemos: 
dy = F (x) dx =y x dx. 


de donde 
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Diferenciando ocra vez con respecto á t, encontramos: 


dý x 


= d£. 


por consiguiente. 


de donde 

Haciendo 




/,= 


dx cPy — dy d*x 
- dx* - 


dx=f(t)dt, 
cPx^f'^t) dt *, 
dy = ý ( t)dt, 
dy = <p' (t) d? % 


obtenemos la fórmula deducida en la Pág. 103 . Análogamence 

*?.** £ &’- zf** , 

....._ dx?d}y — dxd'xdy — 3 dxdPxd'y + 3 (tPx) 1 dy 

V * ~ rfx* * 

De aquf fácilmente obtenemos la fórmula mostrada en la Pág. 103 

Sea la función y » f(x), cuya función inversa es x=y(y). Determine- 
mos las derivadas de la función <p(y) por medio de las derivadas de la • 
función f(x). 

Observemos Que difepenciando con pespecto a la variable y, enconcpa- 
mos: 


d*y=d*y =... =0, 
dx=x’ y dy = <p’ (y) dy, 
d*x = xŷdy* = <p' (y) dy', 

d n x=*jdy n = ý n > (y) dy n . * 


De donde 


dy=f'(x)dx=f'(x)x'dy, 
d 9 y = 0 =f (Jf) (x'ýfdjr+f (x) x y dy % , 
d'y = 0 =/'" (x) (xýf dy * + 3 f' (x) x- y x- y dy +/ (x) r v ' dy*. 


. _ 1 
x y — f'(x) • 

f (*)(+)’ _ f-(x) 

v f'(x) — ÏT+Ôp ’ 

-••• = 3[ f"x)] 1 -f’(x)f"'(x) 

y Ww\' • 


Por consiguiente. 
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Tomando la derivada con respecto á V Y considerando f "(x) como u- 
na función compuesta ue la variable y á ii’avés de la variable x, obtene- 
mos: 


/"(*)*; _ f(x) 

l f‘(x)] x ~ lf(»)r 

if MYf" (X) x; - r (x) ■ 3 [/> (x)]» r (x) *; 


por consiguiente, 


>— l/'W]‘ • 


PROBLEMAS 


1. y = n, 

2. y = 4x + 7, 

3. y = 9x 4 , 

4. y = a + 2bx + cx*, 
5., = | = 2«-, 




1 


5y/ X* 


1. y = (a + bx) la — ftx), 

»• y= X s-~ ' 


>.y = - 


* + ax* + ax + 1 
x +1 

10 . v = (2 + 3x)(8 + 7x), 

11. _y = (a + x 4 * 


hx*)j 

12 . y = ( 6 x* — -g- x ‘) 4 
2 


13. >’=^+ í r =r ^. 

14. y = \ r 1 -f5x, 

15. y = ^ (2x* — x*)*, 

x 

' 6 - > = - 7 ==^- 
M’-' 

.... _ 

í8x 4 -t-4x*-(-3)/x*- 1 

!8. y = Î5^s ’ 

19. y = ln (2 -(- 5x) 

20. y = ln x", 

21. ^ = ln(^)> 


y = 4. 
y' = 36x*. 
y' = 2A-)-2cX. 

/=-|- 


y'=- 


3 


y'=— 2 é*x. 

* x 4 + 4x*-|-3x*-!-2x-f2 

/=--- ^rzTîf 

y' = 2 x + a — 1 . 

y' = 38 -|- 42x. 

y' = 6 x (a -f x 1 ) 1 . 

y' = 4x (12 - x 1 ) (6 — -5 x‘)*. 

, 4 . 9_ 

y =“ *»+(î^T“ 
y — 2/r+5x' 

3x (4 - 3x) 


' 4</2x’- 




■ § i,y 3 «+«-, 


(a* — x*) V a x — x* 

’ 2x*V 3x -f x* 

x'Vx*-f‘ 

5 

= 2-f5x* 


y=- 


O-fx' 



£ 3 .8 8 $ $$ $ 
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22. y = 

23. y = 

24. y = 

y- 
y= 
y= 


ìn T=*’ y'-Tjr^y 

— ln x, y’ = \~ ] t n - X -. 

x y x x 

_ _ __ 2x* 4- a* 4-1 

xy a* + x* + ln(x + Va' + **), /= y^t^ T 

(fr* — 4 ac) x 


/a + ftx + cx* 
é*x n , 

a 2x‘-3*> 


^ 2 (2a 4* *-«) (a + ** + cx*) 1 

y = e v x n- ‘ (x-f-«). 
y = 6x(x- lJa^’-^Jn a. 

r'=e“ . 


_ g*~ 1 

"e* + r 

= ln(g ,nJf + g-' nJC ). 
:sin 12x, 

= sin (/>x -f q), 

: X COS X, 


* ~ e mx + e- mx : 
y = 12cos 12x. 
y'=p cos {px + q). 
y' = cos x — x sin x. 


2e* 


: x* sln x -I- 
: Ig X — ctg 


3x* cos x — 6x sln x — 6 cos x, 


:tgx —2x, y = tg* x-f ctg*x. 

= x — sin x cos x. y' = 2 sin* x. 


V- 

41. y- 

42. y: 
43..y = 

44. y: 

45. y ; 

46. y = 

47. y: 

48. y: 

49. y = 

50. y = 

51. y = 

52. y = 
x = 

53. y = 

x = 

54. y = 


= 3 tg x -f- tg* x 
sin x 

" a -f- é cos x ’ 

= ln sin x, 

= ln cos x, 

= ln tg x, 

= arcsin ax, 

= arccos (a — x), 

= arctg ax, 

= x’arcsin — , 

. 2x 

= arcsin 2x Y 1 — x*, 

«* l3 ¥= í . 

= arccos V 1 — x, 


y cos 4 x* 

... _ a COS X -f b 

y (a -f-1» cos x)* * 

y' = ctgx. 

V' = — tgx. 


y’ — 
y’ = 


sin 2x * 

_ a 

, i 

y -y 1 _ (a — x)* * 

V ’ = T+a'x* * 

y ' =í, ( 3 a ' csl 4 -ŷ^r) 

y ' = TT7*- 


y' = 


Y\ -x* * 
ì 

2(i-j-x*r 


, _ , , ' “2J^ï* 

2" ~ ( 1 —y-’f’Jarctg /1 — x*, y' = xarctgy'l 


= r*-f- 8 T- 1 , 

= <‘ + 2/, 

= arctg (2*4-1), 

= g- í4 , 

= a sin * -f- b cos *. 

= 4t 8y* 

= arcsin (** — 1), 


, 2 * 4-8 
y*~ 5t* + 2’ 

-«** 

y *~ 2*(2**-{-2*-f lf 
(a cost — b sin*)cos* 


INTEGRAL 



CAPITULO VI 

TEOREMA DE ROLLE. TEOREMA SOBRE EL VALOR MEDIO. 
FORMULA DE TAYLOR 


1. Teorema sobre el valor medio. Admitamos que la función- 

y = f(x) definida y continua en el intervalo [a, é] tiene derivada en cada 
uno de los puntos interiores de este intervalo. 


Tracemos la cuerda AB uniendo los. puntos de la curva correspon- 
dientes a los extremos del intervalo [û, b\. Sea a el ángulo que forma 
la cuerda con el eje OX (Fig. 29 ). Es claro, intuitivamente, que existe 
sobre la curva un punto C por lo menos, - 
diferente de A y B, en el que la tangente - 
es paralela a la cuerda AB. 

Representemos por £ la abscisa del 
punto C, por o el ángulo que la tangente- 
en este punto forma conel eje OX, y por - 
h la longitud del intervalo [a, b\. En virtud 
de la observación hecha, ienemos 


Fig. 29 


tg<x = tgo, 


( 1 ) 



y del triánguloADB obtenemos: 


tga = ^= ^±^lZíg.) , (2) 

Como -h = b, entonces £=a-f-GA, donde 6 es cierto nú 

mero que satisface las desigualdades 001. Observemos que 

tgo=/(£)=/(û-f-6A), 

de ( 1 ) y ( 2 ) obtenemos 

f i a+M-fH =/ . {a + U) 0<#<1 _ 

Esta ecuación se conoce con el nombre de Teorema sobre el 
valor medio y puede formularse de la siguiente manera. 

Teorema. Si la función y = f(x) es contfnua en el -- 
intervalo cerrado [a, b\ y tiene derivada en cada uno 
de los puntos interiores de este intervalo, entonces- 
existe un número 6, que satisface las desigualdades- 
°<6<:, tal que 


b — a 


=/[« + 6(6 — «)]. 
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2, Teorema de Rolle. Si en particular suponemos que la fun- 

ción tiene el mismo valor en los extremos del intervalo, entonces la — 
cuerda AB es paralela al eje OX y por consiguiente ìa tangente en el -- 
punto C también es paralela al eje OX (Fig. 30); asímismo la derivada- 
en el punto £ es igual a cero. Por tanto podemos enunciar el siguiente 

Teorema. Si una funcióa continua en el intervalo 
cerrado [a, b] y con derivada en todos los puntos inte 
riores de este intervalo, adquiere valores iguales en 
los extremos del intervalo entonces cuando menos en 
un punto interior del intervalo [a, b\ , la derivada es- 
igual a cero. 


Observación. Enel teorema de Rolle 
no se presupone ni la existencia de las deri — 
vadas de la función en los extremos del inter- 
valo [ fl . b] t ni la continuidad de la derivada — 
donde quiera en el interior de [a, b]. La supo- 
sición sobre la existencia de la derivada en - 
el interior de K b] es esencial .Basta que en 
un punto del interior de [a, b] no exista la de- 
rivada, para que no se anule en ningún punto - 
del intervalo. Como ; ejemplo puede servir la - 
función mostrada por la gráfica de la Fig. 31, 
que no tiene derivada solamente en un punto. 



Fig. 30 



E1 teorema de Rolle establece en forma abso- 
luta que aunque solo sea en un punto interior,- 
la derivada será igual a cero; por esta razón- 
si la derivada fuera igual a cero en los extre- 
mos del intervalo, entonces, independientemen 
te de ello, podrfa asegurarse que además en - 
algún punto interior la derivada también es -- 
igual a cero, 

Ei teorema de Rolle es uno de los teore-- 
mas principaies del cálculo diferencial. 


3. Demostraciôn del teorema de Rolle. Si nuestra función 

adquiere en todo el intervalo [a, &] un valor constante, entonces en todo -- 
punto interior del intervalo su derivada será ìguai a cero. Por consiguien- 
te el teorema es cierto en este caso. 


Aceptemos ahora que nuestra función no es constante. En virtud de -- 
que la función es continua en el intervalo cerrado adquiere un valor máxi- 
mo y un valor mfnimo ( ver Pág. 61 ), puede afirmarse que solamente uno- 
de estos valores es adquirido en un punto interior del intervalo [a, b\ Sea 
por ejemplo, que la función adquiere un valor máximo en el punto Ç (a< 
Entonces para todo valor de h es válida la desigualdad 


/(6 + A)</(5). 
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Como demostraremos ahora, el punto £ es el punto que requerfamos 
es decir. 


/'(5) = 0. 


Observemos que 

si: 


1) 

A> 0, 

entonces 

/(5-f A)-/(Ç) _ 0 . 

2) 

h< 0, 

entonces 

/(Ç-f A)-/(5)_ 0 


Por esta razón, si h tiende a cero, adquiriendo valores positivos, enton-- 
ces 

f(í )=lim Í!Ì±4=M)^ 0 . 

/l-»+0 h 

Asimismo si h tiende a cero adquiriendo vaiores negativos, entonces 
/' (£,—Hm 

A-+—0 « 

por consiguiente, 

0</'(î)<0, 

de donde 

/'(5)=ó, 

con lo que se demuestra el teorema de Rolle. An£logamente se realizala 
demostración en el caso en que en el punto £ (a<£<£) adquiera un va- 
lor mfnimo. 

4. Demostración del Teorema sobre el vaíor medio. 
Hagamos 


6 


h ~ 

f(a h) — f(a) — /m =- 0. 


0 ) 


Definimos una función <p (t) , en el segmento haciendo 

V(t)=f(a + t)—f(o) — t o); 


vemos que: 


1) <p (0) = <p (A) = 0; 

2) <p'(/) =/>-|-()-<o. 


( 2 ) 


En virtud de ésto, según el teorema de Rolle, existe tal punto S (0< 
£<C A )* que <p' (£) = 0. Por consiguiente, de acuerdo con la fórmula ( 2 ) ob- 
tenemos: 
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<P' („ = 0, 

de donde 


(a-f-S). 

Haciendo £ = 6A(0<6< i) ( obtenemos con apoyo en ( 1 ) 


f(g + h)-f(a) 
h 


=/'(û-f ÔA). 


Hemos demostrado, por tanto, el teorema sobre el valor medio. 


5. Consecuenc,ias del teorema sobre el valor medio. 
S i una función continua en el intervalo cerrado L^, b\ 1 
tiene derivada nula donde quiera en el interior, enton- 
ces tal función es constante en este intervalo. 

Demostración, Sean x 9 y jt # -j-/r dos puntos arbitrarios del inter 
vaìo [û, b].. Según el teorema sobre el valor medio tenemos: 

n *.+h)-f(x>) =/t 6A) 


Pero de la condición 


ó 


f (*« + 0A) = 0, se sigue que 
/(*>+*)-/(*.) _ Q 


/(*. + /»)=/(*„)• 

Asf, la función tiene un valor constante en el intervalo [ a , b ] . 

Teorema. Si una función continua tiene en todo el - 
intervalo derivadas positivas ( 6 negativas ) entonces- 
es estrictamente creciente ( 6 decreciente) en este in- 
tervalo. 

D e m o s t r a c i ó n . Si *« y * 0 + A (A>0) son dos puntos arbitrarios 
del intervalo [«,£], entonces por el teorema sobre el valor medio tenemos: 

_ /(«.+/>)-/w 

/<*. + *)-/(*.)=V” (*. + «*); 

como A >°,/'(*« +6A)>0, tendremos 

/K ~h h ) -/(*«) >0, 

por consiguiente. 


/K + A) >/(*„). 

Por tanto la función es estrictamente creciente. 
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Procedemos análogamente en el caso en que en todo el intervalo- 

[o. *]la derivada sea negativa. 

6. Derivada de una función compuesta. Con ayuda del -- 

teorema sQbre el valor medio, demostraremos ahora el teorema sobre - 
la derivada de una función compuesta, que presentamos antes ( ver. Pág. 

81) sin demostración. 

Sea_y=/(<p(x)) una función compuesta formada con las funciones y=f( U ), 
u = y(x), contínuas y que poseen derivadas contfnuas. Representemos 
por ùx un incremento aròitrario de la variable x, ý por A u, A y los co-- 
rrespondientes incrementos de las variables u, y. 

Tendremos: 


por consiguiente. 


y-\-by =f (u -j- Aií), 

y =/(«), 


\y=f(u + \u) —/(«). 

Con base en el teorema sobre el valor medio poaemos escribir la úl- 
tima igualdad en la siguiente forma: 

\y*=f' (u -j- 6Au) A u (0 < 6 <C 1 )• 

de donde: 


Si ahora \x tiende a cero, entonces, vista la continuidad de la función 
u=<f(x) el incremento A u, vale decir 6Au, tiende a cero, y ia expresión 
tiende á u'. Pasando al lfmite obtenemos, x 

y' x =f(u)u’ x . 

7. E6rmula de Taylor. Supongamos que la función 
y=f(x), continua en el intervalo [o. b], tiene derivadas- 
hasta de orden n-1, inclusive, continuas también en es_ 
te intervalo cerrado; respecto a la derivada enésima - 
aceptamos que existe en todos lospuntos interiores - 
del intervalo (a, b). Si los puntos x y x-\-h pertenecen 
al intervalo (a, b) tiene iugar la fórmuia 

/(•'+*) =/w+-£■/ w+•£ r w+ 

+ ír/”<■'• + f w+ r. w *). 

que se llama fórrnula de Taylor. R n (x, h) recibe el nombre de 
residuo de la fórmula de Ta y 1 o r . 
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Usaremos dos expresiones diferentes para el residuo. Una de - 
ellas es 




0 satisface la condición 0<6<;i, dada por Lagrange. La segunda ex 
oresión es 

donde, nuevamente 0<6' < 1, propuesta por Cauchy. 

Si en particular, el intervalo (a, b) contiene el número 0, entonces 
escribiendo, en la fórmula de Taylor, 0 en lugar de x y x en lugar de h, - 
obtenemos la llamada fórmula de Maclaurin: 

/ W=/(«)+-n f (0) +T\f" (0) + • • • +ï-„€t>ï/ , “-" (°)+*. M; 

R (x) tiene la forma: 
n 

Residuo, en ia forma de Lagrange 

R n ( x ) — ^rf n) (^x) (0<e<l); 

Residuo en la forma de Cauchy. 

(x )=0 -V) H -'r (Vx) ( 0 <v<\). 

Observació n. Ambos residuos ( en la forma de Lagrange y de 
Cauchy) son, evidentemente, iguales entre sf y sotamente difieren en la 
forma. Para investigar la fórmula de Taylor de una función dada se usa 
una u otra forma según convenga al caso ccnsiderado. 

8. Demostración de la fórmula de Taylor. Seana y p 
(a^P)dos puntos arbitrarios dei intervaio ( q, b) y p un número nacural - 
cualquiera ^ 1. Hagaçnos 

— w - 

Definimos la función <p(t) de la siguiente manera: 

f m=/m -rm—^~rr / (o - (»-■■■ 
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Observamos que haciendo í=p, obtenemos <p (p) = °. y haciendo / = a ; 
obtenemos, en virtud de ( l ), <p( a ) = 0. 

Encontremos ý (t) : 

»' <')=-/■ m -^r m+r m m+ 

+'-Tr^w--■ • /, *’<')+ 

+~ í ; ~- 2)7 f'"'"m+«‘pi$—‘) p ~\ 

ó después oe simplificar 

<p' (0 = <»P (P ~ y~ t* / (ff> (Q. (2) 

Como se demostró antes, 


<P(*) = <MP)~ °. 

por lo que, en virtud del teorema de Rolle, existe un punto compren — 
dido entre « y en el que la derivada de la función <p(t) se anula.Asf 
pues, de acuerdo con ( 2 ) 

t ’ ©=®p <p - sr *©=»• 


De donde 

<«<£<P). 

Substituyendo en ( i ) el valor de <0, obtenemos, después de una - 
transformación: 


/<P) =/ <«) + '~f <a) + W + ... 




(P-°r 


■(«)+/?., 


(3) 


donde 

P(«-1)! 7 

$ es un número comprendido entre a y p asf que 
e = a + 6(p — a) (0 < 0 < t). 

Haciendo ahora p = jc —j-/t, a = x, encontramos: 


B — a = h, 

| = OA, 
p_ç = A(l —0). 
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Substituyendo estas expresiones en la fórmula ( 3 ), obtenemos: 

f( X +h)=m+-f ï rix)+...+ 

donde 

6 

R -=T^r ijrd 

Como p es un número natural arbitrario s*l, entonces haciendo 
primero p*n, y después p»l, obtenemos el residuo correspondiente a la 
forma de Lagrange 6 de Cauchy, respectivamente. Como en la fórmula 
anterior el número . depende de p, entonces para p - n, y para p =1 ob 
tenemos, en términos generaies, diferentes valores de 0, por lo que el 
segundo de estos valores que aparece en la forma de Cauciiy, lo repre- 
sentamos por 0' „ 

Ejemplos. 1. f(x) - e. Tenemos: 

f' (*) =/* (x) = ... =/>"> (x) = 

de donde 

/( 0 ) =/' ( 0 ) =/' ( 0 ) = ... =/«"> ( 0 ) = 1 . 

Aplicando la fórmuia de Maciaurin, obtenemos; 

*•=■ 1 +TT+ TT+ --• + <£ip -+Ti 

Para o>0 al substituir en esta fórmula x por x ln a, obtenemos 


, . i x In a | x* ln* a , 

“ = 1 +-rr+-Yr+- 

2. f(x) * sen x. Tenemos: 


. x"-»ln"-»fl ■ x"ln"g 
’> (n — 1) 1 T- n 1 a ’ 


/(o) = o, 

/>">(x) = sin|x-f-uŷj (ver Pág.99 ) 


/•”* (0) = sin fl . 


Asf oues, si n * 2k, entonces 

/<"> (0) =/<**> (0) = sin &rt = 0; 


si n = 2k - 1, entonces 

/<"> (0) =/<2‘-D (0) = sin (2* — 1) £ = (- 1 )*+*. 


por consiguiente, para n = 2k obtenernos: 
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y para n = 2k - 1 

*" lx= rr~ 4+ ír-•••+<-')* 

+T^r-(**+ s F 1 -) 

3. F(x) = cos x. Tenemos: 

/ (0) = 1 , 

f' n >(x) = cos + (ver Pág Q9 ) 

f in > (0) = cos « Ŷ • 

Además, para n - 2k obtenemos: 

/<">(0)=/«‘*>(0) = (-l)*; 

y si n « 2k - 1, tendremos 

/«"> (0) =f“*- *>(0) = 0. 

Por consiguiente, para n » 2k tendremos: 

cos x = 1 5X —J çy ~~TÏ ‘ í" - 1 )**"*"( 2 ^—- 2)1 

+l£yr cos < 6jf +* n )> 

y para n = 2k - 1 

cosx=l — 2)| -f 

+ -pS)T cos [»* + <2*-l)-f] • 

4. f(x) » ln (1 + x ). Tenemos: 


/( 0 ) = 0 , 

f m (X) = (ver Pág.99 ) 


por consiguiente, 

/<"> (0) = (—1)* +, («- 1)1, 
f n > (0) _ (- i)" +l 


Asf pues, obtenemos: 


ln(l+x) = -f-4 + -f--...+(-ir^ + ^íx). 

#» (■*) = (— J ) n+t „ ( i _j_ #x) n = (— 1 )" + * ( (1 _|_ l x) n *"• 
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5. f(x) = ( 1 + x) p ( p, arbitrario). Tomando en cuenta que 

/ int (x)=p (p — 1).. .{p — n-\- 1)(1 -\-x'f~ n = ì #! (1 -\-xY~ n , 

obtenernos: 

/(0) = 1, /»,°>=(')»|, ^r = ('), 

de donde 


—+(«îi) i *“+«.<*>. 

R - <*)=(»)<' +^-v=(')”<' - «'>"*' o + vxf-v. 


En las fórmulas anteriores, los números 0, 0' satisfacen las -- 
desigualdades: 


o < 0 < 1, 0 < 0' < 1. 

PROBLEMAS 


1. Demostrar que para el polinomio f(x), de/?rado n, tenemos: 

/(*+ h)=f(x )/ ,n> (*). 

2. Como sabemos ( Pág. 6) ) ejemplo 2, ia ecuación x = cos x tie- 
ne, en el intervalo (o, ŷj por lo menos una rafz. Partiendo de que la- 
función f(x) = x - cos x tiene derivadas positivas en el intervalo ío, -^-j , 
demostrar que en este intervalo no existe más de una rafz. 


3. 


Demostrar que 

Y\-\-X=\+^X -^x* - ... 


R„(x) = (- 1)"-' 


1*3 ... (2n — 3) x n 

2-4... 2n • n -L~ 

(!+•*) 2 

■5 ... (2n — 3) (l-er- 1 „ n 

4-6.. ,2(n — 1) * „_J_ 

(l-f-8'x) 2 


+ R n M> 
(0<#< i) 

(0 < 0' < 1). 


4. Con apoyo en el problema anterior, demostrar, que para o«rx 
^0,01 es válida la igualdad aproximada. 

11 , 

con un error menor que "8 ‘Tô 5 ’ P° r consiguiente, exacta hasta la cuar- 
ta cifra decimal. Por ejemplo, î / ’bôô46 = 1 , 0023 . 


9. Convexidad. Se dice que la curva, gráfica de la función -- 



TEOREMASOBRE EL VALOR MEDIO 


119 


y = f(x), es convexa hacia arriba, en el punio x = x q , si existe tal vecin- 
dad del punto x q que para todo punto x q + h de esna vecindad tiene lu-- 
gar la desigualdad 

f(** + h)<f(x 0 ) + A/'K). 

Geométricamente esta desigualdad signifi- 
ca que la parte de la curva, correspondien_ 
te a esta vecindad está abajo de la tangen- 
te, trazada en el punto x =» x , ( Fig. 32 ). 



Análogamente definimos el sentido - 
de la convexidad hacia abajo. 

Mediante el teorema de Taylor se -- 
puede demostrar, fácilmente, la siguiente - 
proposición: 

Teorema. Si la función continua y * f(x) tiene en 
todos los puntos interiores del intervalo (a, b) deriva- 
das segundas negativas (6 positivas), entonces en cada 
uno de los puntos de este intervalo la gráfica de esta - 
función es convexa hacia arriba ( 6 hacia abajo ). 

Dem ostrac ión . Si * 0 Y ** + h (h+Q) están en el interior- 
del intervalo (a, b), entonces en virtud de la fórmula de Taylor tenemos: 

/<■«.+*)=/<«,)+V «>+f r <•*.+m (o < e <i), 

y como A* > 0, entonces 

f(x 0 + h)-f(x 0 )-h/'(x a )> 0 n P H f*(x) >0, 

/ (* 0 + h ) —/(*,) - hf' <* 0 ) < 0 npn f” (x) < 0. 

Ejemplos. 

1. y = x * — ax* bx -f -c (a >0), y” = 6*— 2 a. 

Asf pues, para ■*> 3 - la curva es convexa liacia abajo, puesto que 
aqui la segunda derivada es positiva. 

2. y — sinx, y”== — s inx. 

Si y">0 t entonces y”<0, por consiguiente, sobre el eje OX, la si- 
nusoide es convexa hacia arriba. 

3. y = x* — 6:c*-f 12*\ 

^=12** — 36x -f24 = 12 (x—1)(x — 2). 

La curva, por consiguiente, es convexa hacia abajo para x<l r con- 
vexa hacia arriba para l<x<2, hacia abajo para jf>2. 





CAPITULO VII 


MAXIMOS Y MINIMOS. PUNTOS DE INFLEXION. EXPRESIONES 
INDETERMINADAS. 

VALOR EXTREMO. PUNTOS DE INFLEXION. 

1. DefiniciÓn de Valor Extremo. Se dice que una función tiene 
un máximo en cierto punto (Fig. 33) si los valores de la función en la ve- 
cindad del punto dado no exceden los valores de la función en este punto. 

Análogamente se define el mfnimo. (Fig. 34). 

Si en cierto punto la función tiene un máximo o un mfnimo, entonces 
se dice que en este punto tiene iugar un valor extremo. 

De las definiciones anteriores se deduce que si en un punto x=x t , la 

función y - f (x) tiene un valor extremo, entonces para todo h , menor 
en valor absoluto a cierto e>0 , se tendrá: 

f _j_ h) /(x„) <0 si tiene lugar un máximo; (1) 

/K + A)-/(x 0 )> 0 

si tiene lugar un mínimo. (2) 

Asf, en ambos casos la diferencia /(x 0 -f A>—/(•*,) no cambia de signo 
para valores de h suficientemente pequenos, 

\y V . / 



Fig. 33 Fig. 34 

Observación. Si en cierto punto x Q , para todo 0, que satisface 
la coridición |A|<;e, tenemos : 

/(*.+*)-/(*.oX°' 

diremos que en este punto tiene lugar un máximo propio. 

De la misma manera se define el mínimo propio. 

Procede advertir que el máximo no es necesariamente el valor más 
grande que adquiere la función. Fuera de la vecindad considerada la fun- 
ción puede adquirir valores mayores (Fig. 35). 

Es claro también que la función puede tener varios máximos y mfnimoa 
Por ejemplo, la función_y = sin-^- adquiere un número de veces el valor 
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máximo igual a ia unidad para 



2 2 

5« ’ “ ' ’ (4n 4-1)« 


2 . Condiciôn Necesaria para la Existencia de los Valo- 
res Extremos. Si la función y = f (x)tiene un valor extremo para 
x=x 0 , entonces ia derivada en este punto, si 


t Y 



Fig. 35 


existe, es igual a cero. En otras palabras, la 
tangente en el punto del valor extremo ( siex- 
iste) es paralela al eje OX. 

Sea que para x=x 0 la función tiene un máxi- 

mo. Suponiendo que existe /'( x 0 ) , obtene- 

mos: 

/>.) = lim llm /<«. + *>-/W . 

0 0 h A-.-0 n 


Pero en virtud de (1) para h positivos suficientemente pequenos, tenemos: 

por consiguiente, 

lim /<«. + *>~/W <0 

H-++0 h 

f' (X # ) < o. (3) 

Análogamente. para h negativos, suficientemente pequenos, obtenemos: 
lim /w+«>^ai >0 . 

A-+—0 h 

por consisuiente, 

/•<x,)>0. «> 

De lasdesigualdades (3) y (4) se deduce 

/'(x o ) = 0. 

Observación. No debe pensarse que si en ciérto punto la derivada es 
nula, entonces en ese punto siempre tendrá lugar un valor máximo. Por 

ejemplo, la función y=x* cuya derivada y’—Sx* es igual a cero para x * 0, 
no tiene valor extremo en el punto x = 0, ya que: 


y <o P ara x<0 
y =o para x = 0 
y >o para x>0. 


Sea que la función y = f (x) tiene derivada en todos ios puntos interiores 
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del intervalo (a, b.). Del teorema demostrado se deduce que si nuestra 
función tiene en el ìnterior del intervalo (a, b ) puntos de valores extre- 
mos, entonces ellos se encuentran entre aqueilos puntos en los que ia de- 
rivada se anula. Por ello basta determinar todos los valores de x del in- 
tervalo (a, b ) para los cuales f "(x) = 0 e investigar en cuáles de éstos se 
tienen valores extremos. E1 estudio de los valores restantes de x del ìn- 
tervalo (a, b) pierde importanda. 

Ejemplo. c Para qué valores de x, la función 



puede tener valores extremos? 

Encontremos ia primera derivada: 

y' = x* — 2x* — 3jc. 
Como es fácil ver, la ecuación 

y=o, 


esto es 


X 1 — 2x* — 3x = 0, 


tiene solamente tres rafces: 

jtr, = 0, x t — 3, x t = — \. 

por consigúiente la función dada puede tener vaiores extremos para 
x * 0, 3, - 1 . 

3. Condiciôn Suficiente para la Existencia de Valores 
Extremos, E1 siguiente teorema nos perrrrite, en rnuchos casos de- 
cidir si en cierto punto tiene lugar un máximo o un mfnimo. 

Teorema.Si la función y = f (x) tiene en la vecindac 
del punto x=x 0 , derivadas primera y segunda conti- 

nuas y si f'(* 0 ) = 0 » entonces para x = x 0 tiene lugar 

un rn áximo propio si f (jtr 0 ) <;o y un mfnimo propio si 

/'(*„)> 0 . 

S i f (x 0 ) = 0 entonces no es posible sacar ningunas 
conclusiones si una investigación posterior. 

Demostración,- Según la fórmula de Taylor tenemos: 

/(*. + h ) =/(*.) + jJ' (*„)+ «*) (0 < 0 < 1 ). 

Como según la condición 

f’(x 0 )==0. 


f (x 0 + h) —f(x 0 ) = ?f (X 0 -f 0 h). 


entonces 
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Si aceptamos ahora que / , (x 0 )<0 , entonces por efecto de la continui- 

dad de la segunda derivada, existe necesariamente cierta vecindad del pun- 
to x = x 0 en ia que f( jc)<0. 

Es evidente que si jc 0 -f -h (h=£ 0) pertenece a esta vecindad, entonces 
/•(x 0 + 6A)< 0. 

Asf pues, por cuanto ft*>0 t obtenemos: 

/(*,„ + h)-/(x,) =. íf (x .+«*) < 0 ; 

por consiguiente, para x=x 0 tiene lugar un máximo propio. 

Aceptando que /"(jc 0 ) >0 , demostramos análogamente que para jc=jc 0 
tiene lugar un mfnimo propio. 


Ejemplo. Determinar los máximos y mfnimos de la función 

y = }çx'-\x'-\x' + 2. 

La primera derivada es cero para x = 0, 3, -1. Encontremos ia segunda 
derivada: 

y" = 3jc* — 4jc — 3, 

Asfpues, 

f( 0) = — 3 <0, Por consiguiente, para x = 0 tenemos el máxi- 
mo: y = 2; 

/"(3) = 12>0, por consiguiente, para x = 3 tenemos el mfni- 
mo: y = - 9Ì- ; 

4 

f( —1)=4>0, por consiguiente, para x = - 1 tenemos el mf- 
nimo: y=lj^. 


4. Condición Suficiente General, En caso de duda, cuando 
/(j: 0 ) = 0 y f( jc o ) = 0 , puede usarse la siguiente proposición más gene- 

ral: 


Teorerna. Si la funciôn y = f (x) tiene en ia vecindad 
del punto x = jc 0 , derivadas continuas hasta de orden 

(«>l) , inclusive y si 


/ (x 0 ) =f (x 0 ) = ... =/<«-«» (x 0 ) = 0, 


a d e m á s 

/ n ’(x o )^0, 

entonces, para n impar, ia función no tiene valores ex- 
tremos en el punto x = x 0 y para n par la función tienè 
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un máximo propio cuando /"’(x # )<0 , y un mfnimo pro- 

pio cuando /"’ (jc # ) >0. 

Demostración. A1 cumplirse las condiciones del teorema, la fór- 
mula de Taylor adquiere la forma 

/<x. + h) -/(x.) =£/>"’ (X. + «*) (0 < 6 < 1). 

Para n par, la demostraciôn se lleva a cabo como en el teorema ante- 
rior. 

Admitamos ahora que n sea un número impar, y sea / <B) (x # )>0. 

Es fácil ver que existe una vecindad del punto x=jc # en la que /"’M^O. 

Para valores suficientemente pequenos y positivos de h obtenemos, pores- 
ta razón: 

/<"'(jc 0 -f 0A)>O, h n > 0, 

por consiguiente, 

/K+A)-/K)>°. 

de donde 

/K + A)>/K)- 

Para valores negativos de h, suficientemente pequenos en valor absolu- 
to, tendremos: 

/<"'(x # -f-6/»)>0, A"< 0, 

asi que 

/(*. +*)—/(*.)< °. 

por lo que 

f(x 0 + h)<f(x 0 ). 

De suerte que en una vecindad arbitraria del punto jc 0 existen valores 
mayores y menores que /(jc 0 ) . Esto significa que en el punto x = jc p no 
se tiene un valor extremo. 

Procederemos análogamente cuando /< ,,, (jc)<0. 

Ejemplos. 

y = x' — 6jc*+ 12jc-3, 

/ = 3jc* — 12jc-(-12, 

y = 6x — 12, 

/" = 6. 


1 . 
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Para deterrr.inar los valores extremos resolvemos la ecuación y = o, 
es decir 


3jc* —12x+12 = 0. 


Obtenemos la rafz x = 2. Como para x = 2 la segunda derivada es igual 
a cero y la tercera derivada es positiva, entonoes para x = 2 no existe un 
valor extremo. 


2 . 


(« + 3 f 


y= 


x(x + 3)« * 

~6 fix + 10) 
= (x + 2)‘ . 


Las ráfces de la ecuación y’—0 serán x, = 0, x t = —3 . Para el pr 

mero de estos valores la segunda derivada es positiva y para el segundo, 
nuia. Para jc, = 0 tenemos, por consiguiente, un mfnimo. Substituyendo 

x t en la tercera derivada obtenemos y" = 6 + 0 . En el punto 
*, = — 3 no se tiene valor extremo. 

3 ‘ y=x*(x- i)*+i, 
y = jc*(jc — 1 )* (7jc — 4 ). 

La derivada es nula en los puntos 


JC, = 0 , JCj = 1 , JC, = y ; 

y = jc* (jc — 1) (42jc* — 48jc + 12), 

r (jc,) =o, r (x.) =o, r (*,) > q, 


por consiguiente, parax = y tenemos un mfnimo. Además 

y'" = X [(3jc — 2) <p (JC) + X (X — 1 ) <p' (x)], 
donde ç(jc) = 42jc* — 48jc+12. por consiguiente 
f"(x t ) = 0, /'"(jc t ) = (p(l) = 6 

esto es, parax=jc,=Ino se tienen valores extremos. 
Haciendo 


(3jc — 2) <p (x) + jc (jc — 1) <p' (jc)= <J> (x). 
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obtenemos 

y 4 > = <j>(x)-f xfíx). 


por consiguiente, 

/“> (jc a ) = <î» (0) = — 2«p (0) = —24 < 0, 
esto es, para jc = jc, = 0 tiene iugar un máximo. 

A .. x * — 2jc — 21 _ 6x* -}-28x-f-98 

* 6x-f-14 * — (6x4-14)* ’ 

En este ejemplo la primera derivada no es nula para ningún valor de x, 
permaneciendo positiva en todo tiempo. Por consiguiente, la función notie- 
ne valores extremos en ningún punto y en todo tiempo es creciente. 

5. Punto de Infiexión. Se dice que el punto x=x 0 es, para la función 

y ■ f (x), un punto de inflexión, si para valores suficientemente pequenos de 
h la expresión 


f(x 0 + h)—f (* 0 ) — h f' (*o) (1 ) 

cambia de signo simultáneamente con ei cambio de signo de h, ó en otras. 
palabras, si existe un número g>-0 tal que la expresión (1) sea constan- 
temente positiva para e>A>0 y negativa para — s<A<0 ; 6 cons- 

tantemente negativa para e>*>° y constantemente positiva para 
-e<A<0 



Fig. 36 


Fig. 37 


Geométricamente esto significa que ia parte de la curva correspondien- 
te a un h positivo, está del lado opuesto de la tangente (construfda en el pun- 
to correspondiente al valor x — x 0 ) respecto a ia parte de la curva correa- 

pondiente a un h negativo (Figs. 36 y 37). 

Aplicando el teorema sobre el valor medio, obtenemos: 

f(x a -f h) -f(x 0 ) - hf' (x 0 ) = hf' (x 0 -f OA) - hf' (x 0 ) = 

= h [/' (x 0 + 0 h) -f' (x 0 )] (0 < 0 < 1). 


Supongamos que la primera derivada tiene, en el punto x 0 , un máxiino 
propio: la expresión /'(x 0 -f OA)— /'(jc 0 ) para valores suficientemente peque- 
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nòs de h (diferentes de cero) tendrá el mismo signo. Por lo que ia expre- 
sión 

f (x 0 + h)-f(x 0 ) - hf' (x 0 ) = h [/' (x 0 + ÔA) -/' (x 0 )) 


cambiará de signo simuitáneamente con el cambio de signo de h . En vir- 
tud de ia definición, el punto x 0 es un punto de infiexión. Hemos demos- 

trado, por tanto, la siguiente proposición: 

Teorema. Si la primera derivada de ia función y = f(x) 
tiene, para x=x 0 un extremo propio, entonces el pun- 

to x=x 0 es un punto de inflexión de la función y = f(x). 

Asf puès, determinando los puntos en los que la primera derivada tiene 
un valor extremo, obtenemos los puntos de mflexión de la función y = f (x). 
(En la práctica, en general son todos los puntos) 

E1 teorema inverso sin embargo, no es verdadero. Puede suceder por 
ejemplo, que ei punto x 0 sea un punto de inflexión y para los puntos 
x=fcx 0 no exista la derivada, asf que no se puede decir nada so- 

bre los valores extremos de la derivada en el punto x * 

Con apoyo en los correspondientes teoremas sobre los valores extre- 
mos de una función podemos establecer las condiciones suficientes para 
los puntos de inflexión. 

1) Si la función y = f (x) tiene, en la vecindad de un pun- 
to x 0 derivadas continuas hasta de orden («> 2) 

inciusive y si 

f" (x 0 ) =/'" (jc 0 ) =... =r n ~ (x 0 ) = 0, n (x 0 ) + 
y si entonces para un n par, el punto x = x, no es un pun- 

to de inflexión y para un n impar, el punto *=* 0 es un 
punto de inflexión. 

2) En particular^ x = x 0 es un punto de inflexión s.i 

/'(*,)=0 Í 

Ejempios. 

1) y = x* — 6jc* + 2x—1, 

/=3x*—12x + 2, 
y'= 6x— 12, 
y"’= 6. 


La segunda derivada es nula para x = 2. Como la tercera derivada es 
diferente de cero, entonces para x = 2 tenemos un punto de inflexión. 
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2. y = x'(x*— 5x + f), 
y’ = 5** ( x* — 4x 4), 
y" = 20x (x* — 3jc -(- 2), 
/" = 20(3** — 6x-j-2). 


La segunda derivada tiene Ias rafces *, = 0, x t =\, x, = 2. 

Como para estos valores la tercera derivada es diferente de cero, enton- 
ces estos puntos son puntos de inflexión. 

6. Valores Extremos de Funciones dadas Paramétrica- 
mente, Sean dadas lasdos funciones ~ 

x=f(t),y=<e(*)> 

continuas en cierto intervalo y con derivadas, primera y segunda, 

continuas en ese intervalo. Admitamos además que la función x = f (t) es 
estrictamente monótona en ei intervalo. Luego ias ecuaciones antes es- 
critas definen á y como una función de la variable x (ver Pág. 101 ). Las 
derivadas de esta función se dan por ias fórmulas 


/'(*)?* «)-/*(*) <?’(*) 
y *— \f’(t)\* 

(bajo la condición de <^ue en punto considerado f {t )=£0 ). 

Para determinar los valores extremos de esta función procedemos igual 
que antes. A saber, encontramos irncialmente ios puntos en los que y*=0 
esto es, en los que 


i ( 0 =°. /'( 0 =^°- 


Si es tal punto, entonces, tomando en cuenta que /(< o ) = 0 para la 
segunda derivada y x , obtenemos la fórmula 

y *~ \niï?‘ 

Asf pues, tiene iugar un mfnimo cuando , y un rnáximo cuando 

/(*#)<C°- . Si /(0 = 0 . será necesario investigar las derivadas deor- 

den superior. Los puntos en los que f (t) = 0 requieren un estudio especial. 




1. x — rcost, y = ^rs\n2t, 0 r>-0. 

g=_rsia/, f — \rcos2t. 


SF = r cos /, 


d*v _ 


= —rsin2/. 


Ejemplos, 
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Para tz£0 , tenemos: 

dy _ 1 co«2í <Py 2 sin < sin2/ cos í cos ^ 

dx 2 sin/ * SP 2r (sin 


E1 numerador de la primera derivada tiene una raiz /=-|- para la cual 
no se anula el denominador. Para t—~ , la segunda derivada adquiere el 
valor 


l 




< 0 . 


Asf pues, para t=^ tiene lugar un máximo propio. 


2. x = t*-\-ì, y = t* — 2/ — 1. 

W = ê= 6 '- 


Por consiguiente, para t=£0 obtenemos: 

dy _ 3í ’ - 2 ífy _ 4/*.« - (3- 2) 12/* 

dx 4f » 64í* 

E1 numerador de la primera derivada tiene una rafz f,= /ï , y otra 
= — para * as cu 3l es e * denominador no se anula. Substituyendo estas 
rafces en la expresión de ta segunda derivada obtenemos, para t—t x un va- 
lor positivo, y para t=t % un valor negativo. Por lo tanto, para/=|/y ten- 
dremos un mfnimo y para*=—j/lj-un máximo. 

PROBLEMAS 

Encontrar los puntos de los valores extremos de las funciones: 

^‘ y x(a — xf (a>0);max para *= j, min para x=a. 


y = x*-8jc*4-22^-24x + 12; mat 

3 * min para * = ô*. 

4. y — x*\ min pa ra x =j’ 


para * = 2, min 


para 


x=l& 
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5. y=?e*tìnxí en los puntos (máx. para valores pares de n; min 

para valores impares de n f, 

6. Inscribir el cono de mayor volúmen en una esfera de radio r. (La distan 
cia de la base al centro de la esfera será igual a r/3 ). 

7. Demostrar que de todos los triángulos de base y perfmetros dados, ei - 
isósceles es el de mayor área. 


8. Encontrar el punto cuya suma de los cuadrados de las distancias a los 
vértices de un triángulo tiene un valor mfnimo. ( E1 centro de gravedad -- 
del triángulo ). 


9. Demostrar que la cuerda más corta de la parábola y'—bpx, que la corta 
forman do un ángulo recto, tiene una longitud 

10. Inscribir en una esfera: a) un cilindro; b) uu cono de áreas máximas. 

( La altura del cilindro es igual r j/ 2(1 — y la del cono ýj:{23 — VT7) 

Encontrar los puntos de valores extremos de las funciones dadas para- 
métricamente. 


11 . 


y=t* -\-%t — 1, 
x = t* + 2t, 


Mfn. para t = -4. 


10 V=arctg(2/-|-1), 
x = e-t*. 


No tiene valores extre- 
mos. 


EXPRESIONES INDETERMINADAS 
fEUMINAQON DE LAS INDETERMINADAS) 


7. Indeterminaciones de la Forma ^ Nos ocuparemos -- 

ahora del estudio del límite de la relación en el caso en que el - 

numerador y el denominador tiendan a cero o al infinito. Estos casos se - 
representarán respectivamente por los sfmbolos ° 

Teorema. Sean las funciones f(x), glx) con derivadas- 
primeras en la vecindad del punto x=a ( con exclusión, 
posiblemente del punto a) que satisfacen las relaciones 
lim /(x)= ìim g(x)=0. 

X-*# X-+* 

Si existe el lfmite entonces existe también el lfmite lim y 
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tiene lugar la igualdad 




Observación. Además admitimos implfcitamente que las funciones 
g (x) y g"(x) no se anulan en ninguna parte de la vecindad del punto a, con 
exclusióii quizá del propio punto a. 

Demostración Sea x diferente de a. Hagamos 


4í> =(1> 

g(x) 


( 1 ) 


y definamos ia función (/) de la variable t, haciendo 


Es fácil ver que <f (a) = <p(*) = 0. Por lo que, en virtud del Teorema de Rolle^ 
existe tal punto £, comprendido entre a y x (diferente de a), que (p'(Ç) = o. 
Corn o <f' (t) =/' (t) — tìg' (í)»entonces (Ç) =/' (£) — w^'(Ç), 


por consiguiente. 


f(x) 

g(x) 


0 ,-^. 


( 2 ) 


Observemos que si x tienae hacia a, entonces S tiende á a. Asf pues, 

suponiendo ia existencia del límite la r’olâción (2) establecemos 

la existencia del Ifmite lim y la validez de la igualdad. 

*-»« g (x) 


*-«*(*) 


« g 1 (*) * 


Ejemplos. 


, lm x l -5* + 6 |._ 2x — 5 , 

Ì!Sî»-3-'• 


2. í£«îif = *. 

3 . u m ^l =nm í^ = a . 


.. x»—1 .. 5x* 5 


Observación. Si resulta que Hin —= - 

, g' (X) 


Cil ver de ia demostración | iro = 


, entonces. como es fá- 


Ejemplos. 
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- = lim 5 -j = -j- oo. 

x-»0 ÔXr 


i r -— = Hm - 

>0 tgx —sin* K ^_ 


-= 4-OÛ. 


Teorema. Sea que las funciones f (x), g (x) Liene pri- 
meras derivadas donde quiera, en la vecindad del pun- 
to x = a (con la posible exclusión del propio punto a) y 
que satisfacen las reiaciones 

jjm/(jf) = lim g (x) = ± co; 

entonces, si existe el Ifrnite lim (o si es igual i °°)» 

, x-*a « W 

existirá también ei 1 fm itenm ; -^; (o será igual a ±:°°)ten- 

x-»a S W 

drá lugar la igualdad 


lim^p- = lim 

X+a S (■*) x-»o 


f'(X) 

S '( X )‘ 


Como la demostración de este teorema es más dificil la omitiremos. 


Ejemplos. 

7. 

8 . 


i 


ln x x 

m —j- = lim . . 

► +o _L *-»+o_L x-»+o 

X ? 

ra llm 

, tg5x . 5 


lim ( — x) = 0. 

:-» 4-0 


_?_ 3 cos’ 5x 

— - l,m .5^âi = 


■* 2 cos’ 5x 2 


Observación. Si resulta que lim/(jc) = lim^'(x) = 0 (respecti vamen- 

x-*a x-*a t ,» » 

te ±oo ) entonces ia investigación del lfmite de ia relaáón } —-K con 

g(x) 

base en los mismos teoremas puede reducirse a la investigación del lími- 
te de la relación Corno es fácil ver, esto puede generalizarse. 

Ejemplos. 


9. lim 

x-»l 


10. ìim 

x-»o 


a* — 2ax + a 2ax — 2a_ 

bx* - Zbx.+ b — 2 bx- 2 b - 

° " -=lim - 


2 a _ a_ 

2 b — b 

1 

2 ’ 
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Nuestros teoremas son válidos siempre y cuando x tiendaá oo, y 
liro/(x)lim£ (x) = 0 ( o ± 00 ). En este caso se supone que para todo x, ma- 

JC—►00 JC-H30 

yor que cualquier núrnero A f ias funcioneô f (x) y g (x) tienen derivacia. 
Ejemplos. 


- = 0 . 

*-*•+» * l x 

13. lim —r= iim ~ = lim — =-|-oo. 

X-» + 00 * x-* + oo lx *-»+00 1 

~ — arctg x — T47-1 . 

14. lim -j-——r = lim -j-= lim . , -g— — 1. 

JC-M30 _ |n-_- -»-»qo _i *->oo 1 ~r* 

2 * + l 


x* - 1 


8 . Formas indeterminadas O.oo, 00 — 00, 1 =°, oo°, 0 °. 

Si lim/U) = o lim^(x)=*+ 00 , entonces la investigación del Ifmite del 

X—toi * Ji m / (£) 

producto lim f(x)g{x) se reduce a la investigación de los Ifmites 1 

que son, correspondientemente, indeterminaciones de la for- 


lim^j-, que son, correspondientemente, indeterminaciones de la for 

“t&t 


ma 


o —. 


Ejemplos 


1 - limxlnx = Iim ^ = lim —í-j- = lim(—x) = 0. 

*-*0 *-+0 _ *-»0_!_ *-»0 

X X 1 

2. lim xe~ x = Um A = lim 4* = 0. 

*-*+» *-► + <» ~ *-► + QD ^ 


Si lim/(x) = lim^(x)= -j-oo. 


oiferencia lim[/(x)- 


Ejemplos. 


entonces la investigación del límite dela 

- . 1 1 

£(*)] se reauce a la investigacion del ^ £(*j~7(x) 


3. 

4. 


*-u \ 
lim / 


(x — 1) ln x 2 ' 
„ 2x — x’ — 1 
™(x*-l)(x-l)“ 


2 * 
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5. 


lim 

x -*0 


\sinx 


x 


= lim 

x -*0 


x — sin x _Q 

x sin x * 


Las indecerminaciones de la forma l 00 , oo°, 0° se reducen a ìndeter- 
minaciones de la forma 0-oo con ayuda de la identidad 

Para elio se supondrá que /(jc)>0. 

Ejemplos. 


6. lim xr* = lim e* in *; 

x ->+0 *-»+0 

lim x\n x= lim ^-^- = 0, 

XH- + 0 *-* + o 


por consiguiente. 


lim x? = e* = 1 

x-»+0 


7. lim x* — Hm e* 

X-++00 X->+00 


asf pues, 

8 . 


1 , lnx n 

lim — lnx= lim — = 0, 

X-> + QO * X-+ + 00 


lim 

X-* +00 


8. lim (1 -\-mx)* =:limc* 

x-*0 x-*0 

llm — ln(l +«*) = Hm ' -"-<1^=», 

x-*Q x X-*0 

por tanto 1 

Hm(l -f mx) * = e m . 


X-»* *■ 0 

2. ,.m = |/|. 


yfa+x-V2a 

'x^aỲa + 2x-V Sâ~ 


8. Um - 

x-»o 


lim f-L-í_\_ 1 

x-*o Zxtgx) — <P 


PROBLEMAS 
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5 . Um (— ï-r — î-?-Ì = -i-. 

XH> iV JC - 1 inx J 7 


7. lim (1 — x) tg -y x = -=•. 
x-*i 1 * 


II. lim + 

A-.0 I 


, /(a + /»+/(q-/»-2/(a). 



CAPITULO vm 


SERIES 

SERIES CON TERMINOS CONSTANTES 

1. Definiciôn de Serie. Series Convergentes. Sea dada la se- 
cuencia de números {<*„}• Hagamos 

*• ** a t “T fl , T* 

s n = 0,’-h a t ... -f- a n . 

Si lasecuencia {*„} tiene un límite S, entonces simbólicamentç escribi- 
mos esto asf: 

*=«,+«, + - + *„ + ..• 

6 

La expresión que se encuentra en el miembro derecho de estas dos 
igualdades se llama serie y {s„} es ia secuencia de sus sum a s parcia- 

les. Ei número S se llama suma de la serie 

Se dice también que la serie 

û, + û, + fl . + - 

converge á S. Los números 

o„ o,, c„ ... 

se llaman términos de la serie. 

Una serie que no es convergente se dice que es divergente. 

Ejemplos. 

1. a n —a^-\ |?|<1 (serie geométrica).Como es sabido (ver Introducción 
Par. 4 ): . 1 a 

*~ l-í “l-f l-q' 

Como |^|<1, entonces (Pág. 29 )ilim |çr"| = 0, por lo que 

lim y =— 

—<* " 1 -9’ 

esto es 

r ll = a-{-û ? -j-a Ç , + ...+fl î »+... , 

136 
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Por ejemplo. 


n «(/i + i) n n-j-l’ 
por consiguiente, 


n=i 

-=| (!)’• 


<) + ( 2 3 ) + (á “t)+-- + (^--~f). 


S — lim s = 1; 


00 1 

1= 2 n’ÛT+T)- 


2. Lfmite de una Secuencia Convergente como la Suma 
de una Serie.Sea iimb n =g Entonces, haciendo 


obtenemos: 


a i=b lt 

a n = b n — b H _ v n = 2, 3, .... 




por consiguiente. 


Por ejemplo, si 


S a n — ^ +X (b n + l — b a ). 


b =2?+i 

3i» — 1 * 


por consiguiente. 


r —+ S (*/»+«— *„) = |-+ 2 
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3. Condición Necesaria de Convergencia. Si la serie 2 a 
es converfcente, entonces 

lim a„ = 0. 


Esto resulta evidente si observamos que 


Efectivamente, 


a n = s n — s n _ t . 

lim a n — lim (s„ — s n _ t )== lim s n — lim s n ,=5 — 5 = 0. 

n-*co n-*oo n-*oo n-*<r 


La aplicación de esta condición permite, a menudo, comprobar la diver- 
gencia de alguna serie. Por ejemplo, sabemos que ia serie geométrica 

S «í"" 1 es divergente para a=fc 0 y |^|^. j f porque 

l a «l = l«M9"“ , |>|a|. 

No debe. sin embargo, pensarse que puede sacarse una conclusión in- 
versa: cuando lima„ = 0, entonces la serie 2 es convergente. Como 
répiica puede servir la serie 

|K 1 +D- 

En efecto, , ,» 

. 1 t n J n ( 1 +T)= 1 " 1 = 0 - 


Sin embargo, por otra parte, 

In (1 + -jj- j = In = ln {n +1) — Inn, 

por consiguiente, 

ï„ = (ln 2 —ln 1) —f- (ln 3 — ln 2) + ... +[ln (n-f- 1) — ln «] 
6 í„ = ln(«+l). 1 


Asf pues, la secuencia s„ tiende á -f-c», por consiguiente la serie 
2 ln(l +ì") es divergente. 

Otro ejemplo ae serie divergente con términos que tienden a cero es la 
ilamada serie armónica 52— . Efectivamente, sx esia serie fuera 

n 

convergente, entonces representando su suma por S, tendrxamos 
lim (s tn — s„) = lim s tn — Iim s„ = S —5=0. 

s tn — *»=jrp + ÏT£2 + • • • +i • 


Pero 
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La primera parte decrece si cada ano de sus términos se substituye por 
De aquf i s tn — s n '^>n^=l. De donde se conciuye que no es posible la igual- 
dad lîm ( s tn — s n ) = 0» 

n-MX> 

4. Series Acotadas. Se dice que la serie 2 a n es acotada si ia se- 
cuencia {«„} de sus sumas parciales es acotada. 

Si la serie 2 a n es convergente, esto es, si la secueacia {í„} es conver- 
gente, entonces esta secuencia es acoiada (ver el teorema de la Pág. 25). 
Esto significa qu e la serie c„, es acotada, asf que toda serie con- 
vergente es acotada. 

No podemos, sin embargo, afirmar surecfproca. Lo que podríamos re- 
piicar con la serie 

2 (—1)"=—i + i — i + i —... 

n=t 

Aquf tenemos: 

,, = o, ,.=o. 

Por consiguiente, vemos que 

No obstante, la secuencia s^ no tiene límite, esto es, la serie 2 (—1)” es 
divergente. 

Sobre una serie acotada, de términos no-negativos, podemos establecer 
ei siguiente teorema: 

Una serie acotada con términos no-negativos escon- 
vergente. 

La demostractón puede hacerse de inmediato. Es suficiente con obser- 
var que por las condiciones antes mencionadas ia secuencia {s n } es no- 

decreciente y acotada, en virtud de lo cual seconcluye su convergencia ( 
ver Pág. 24). 

Ejemplo. La serie ^p(s>l) es convergente. Efectivamente, según el 
teorema sobre el valor medío tenemos: 

(x + h)~ s+1 — x~ s+ ' = (— s + 1 ) h (x -f O/i)- 5 ; 
haciendo x * n, h = - 1 , obtenemos para «>1 

(n — I)*- 1 ~ ( s 1 ) óTZìjs- 


Como 
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(n -Q)S^ n s 


por consiguiente. 


1 _I_ 

/i 4< "ï — 1 \(n— l) í_1 « ,- V* 


Asf pucs. 


*n— 1 +^5+.5T+- ••+ÍP< 1 + *- 1 (l J -‘ 2*-') + 

f^ 1 —• 


Como , entonces 


*=*<'> 
1 


por consiguiente, 


s.< 1 4-_!L = _£_ 
T í-i”ïri' 


De donde se ve Que la serie (s>l) con términos positivos es aco- 

tada, y por tanto, convergente. n=l 


5.S e r i e s Absolutamente Convergentes. Se dice que una serie 
es absolutamente (o incondicionalmente ) con vergente , si 
otra serie formada con las magnitudes absolutas de los términos de la pri- 
mera es convergente. 


Ejemplo. La serie 
rie 


ie^(— t )" 68 al)solu ^ amenfe coiWergente ya que la se- 


es convergente. 

Teorema. Una serie a b s o 1 u ta m e n t e convergente es con- 
vergente en sentido ordinario. Su suma se obtiene su- 
mando la suma de sus términos positivos con la suma ae 
sus términos negativos. 

Observación. Llamaremos suma de los términos positivos de la se- 

00 ^ 

rie 2 a „ (si existe) a la suma de ia serie obtenida de la serie V a al 

»=‘ n = l " 

substituir por cero los términos negativos. Similarmente definimos la su- 
ma de los términos negativos. 

Nuestro teorema afirma que si ia serie 2 a „ es absolutamente convergen- 

te, entonces representando por T la suma de sus términos positivos y por 
W la suma de términos negativos, obtenemos: 

S » T + W. 
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Demostración. Representemos por t R ( , correspondiencemente ) 

la enésima suma parcial de la seric de términos positivos (negativos, res- 

pectivamente). Es claro que las secuencias {*„} y {«>„} son monótonas y a- 
cotadas, ya que 


Kl< JlKl, 

] | < 2 I a n I • 


Por lo tanto las secuencias {/„} y { w „} son convergentes. Hagamos 


T= lim t n , 

n ->00 


W= lim w n ; 

n->00 


T es, por consiguiente, la suma de los términos positivos y W la suma 
de los negativos. Observemos ahora que 


s n = t n + ™ n , 
litn s n = llm —{— Umw n . 


Asf pues. 


s=r-f W, 


por consiguiente. la serie 2 <*„ converge y su suma es igual a la suma 

de los términos positivos, adicionada con la suma de sus términos nega- 
tivos. 

6.1 n d e p e n d e n c i a de la Suma de una Serie respecto al 
Orden de los Términos. 


Teorsma. La suma de una serie absolutamente conver- 
gente no depende del orden de sus cérminos. 
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Observación. Análogamente a lo dicho antes (Pág.13) para las secuen- 
cias, se dide que dos series difieren solamente por el orden de sus tér-- 
minos, si cada término aparece el mismo número (finito o infmito) de ve- 
ces en ambas series. 

Demostración. Representemos por la suma de los n primeros 

términos de la serie 2 b n , obtenida de la serie 2 « n alterarido el oroen- 

n=l n =1 

de sus términos. 

00 

Aceptemos inicialmerite que la serie 2 a n está formada solamente -- 
por términos no-negativos. Elijamos un número entero arbitrario m. Pues 


to que todos los términos de la suma s'„ pertenecen a la serie 2 a n , 


Puede encontrarse un número N tal que l;a suma s N contenga todos los -- 
términos s’ m (y quizá, aún otros). 

De suerte que 

$m ^ S N‘ 

Pero 


s N S, 

esto es, 


s m ^ 5 . 


(1) 


Asf pues, la secuencia { 5 ^) 
te, convergente. Haciendo 


en no-decreciente y acotada, por consiguien 


S' = lîm s n . 


obtenemos, de acuerdo con ( 1 ) 

5'<5. (2) 

Procediendo análogamente, podemos demostrar que 

S’ > i’. (3) 

00 

Efectivamente, podemos considerar la serie 2 ° n como obtenida de la se- 

OD 

rie 2 b n al alterar el orden de sus términos. 
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De las desigualdades (2) y (3) obtenemos: 

5'= 5. 

00 

De manera análoga se procederá cuando los términos de la serie S a n 
sean no-positivos. n==1 

Pasemos ahora al caso general (esto es, se desistirá de suponer que 
los términos de la serie 2 a n tienen el mismo signo). Observemos que 

n=i oo co 

las series que se obtienen ae las series 2^°/, y 2*» al substituirsus 

términos negativos (o positivos) por ceros diferirán solamente en el or- 
den de sus términos, y por consiguiente y en virtud de lo demostrado, 
tendrán la misma suma. Asf pues, en ambas series las sumas de lostér- 
minos negativos serán respectivamente iguales, ya que (a causa del teo- 
rema anterior) ambas series tienen las mismas sumas. 

7. Series Condicionalmente Convergentes. Las series con- 
vergentes no absolutamente convergentes se llaman c o n d i c*i o n a 1- 
mente convergentes. 

Ejemplo. La serie 

1 - 1 +T~T + T“-T+-*-+-Jr — T + - • 

es convergente, ya que 

*\ — f « —*,=i, î. = 0, ..., s __ = 0, s = 

* «» »■+» n-f-l' 

por consiguiente, 

lKn s H = 0. 

n-+<x> 

Sin embargo esta serie no es absolutamente convergente, ya que la se- 
rie 

, + , +T+T + T+T + --*+T + 7 + --- 
es divergente. Efectivamente, tenemos: 

+T+T + *” + t}’ 

Ya que la expresjón encerrada en el paréntesis es la enésima suma de 
la serie armónica (ver Pág. 139), entonces 
lim s in = oo. 

«-►00 

Observación. Se puede demostrar que cualquier serie condicional- 
mente convergente puede ser transformada en una serie que converge a 
un número arbitrario fijado de antemano, aiterando el orden de sus tér- 
minos. Por consiguiente, si la suma de una serie convergente no depen- 
de del orden de sus términos, entonces esta serie es absolutamente con- 
vergente. 

8. Condición Necesaria y Suf iciente oe Convergencia 
de una Serie. Análogamente a la teorfa de las secuencias (Pâg 25 ) 
puede formularse la condición necesana y sufiáence para que la serie 
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S^nsea convergente. 

Observemos que si p>0 , entonces 

+ «»+, + • • • + a n+P - 

Por tanto es válicia la siguiente proposición: 

Teorema de Cauchy. Para que la serie 2^°» sea con- 

vergente es necesario y suficiente que para todo e>0 
pueda encontrarse un número N tal que para ios ente- 
ros cualesquiera p>o y «>N se cumpia la desigualdad 

K+,-*»l<e, esto es, l û n + . + û » + t + --- + o B+P l<e. 

Ejemplo. Sea {û n } una secuencia arbitraria con términos positivos, de- 
crecientes y que tienden a cero. Demostrar que la serie 
a , — a t + a , — o 4 + ... + {— 1 )■■-' a „ + . .. 

es convergente. 


Tenemos: 


$ n+ P — s n — ±(° n+ i — fl n+ * + - • -±a n +p) (P> 0 )- 


Aceptemos que n es par; entonces obtenemos: 

*»+„—*«<*» + „ 

Como 

s n + p — s n — a n+í +( —a n+t +û„ + ,)-f-( —a„ +4 + a„ + ,)-h. .., 
y las expresiones en los paréntesis son.evidentemonte no-positivas. 
Observemos, todavía que 


En efecto. 


°^ $ n + p — $ n‘ 


$ n + p — $ n = («« + 1 — °» + .) + ( C »+, — «» + «) +■••*• 


y las expresiones entre paréntesis son no-negativas. 

Puede demostrarse, análogamente, que si n es impar entonces 

~“n^s n+p -s n ^O. 

Asf pues, para cualesquier n y p>0 tenemos: 

K+, — 

Como lima —0 entonces para todo número e >0 puede tomarse tal 
número N qïïe para cada«>Afse satisfaga ia desigualdad 

por consiguiente, para todo n y p> 0 tiene lugar ia desigualdad 
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\ S « +P — íj<e- 

Entonces. nuestra serie satisface ia condición de Cauchy y por consi- 
guiente, es convergente.. 

Las siguientes series pueden servir de ejernplos: 

1 —±4- 1 1 i i 1 _L 1 

2 ' T T i ‘ ’ 1_ ŷŷ + VT“"' 

CRITERIOS DE CONYERGENCU 


9. Comparación de Series. No siernpre es fácil investigar la con- 
vergencia o divergencia de una serie dada. En muchos casos se hace uso 
ae la siguiente proposición: 

Teorema. Si, a partir de cierto término, todos lostér- 
minos subsecuentes de la serie | a „ no exceden en mó- 
dulo los correspondientes términos de la serie 2*. 

oo 1-1 

entonces de la convergencia de la serie 2*™ se de- 

duce la convergencia de la serie n ^, a n (încluso, abso- 
luta) y de La divergencia de la serie 2 se deducela 
divergencia de la serie 2*n- 

Demostración. Sea a^ aquel término, a partir del cual cada uno de 
los términos subsecuentes <*„(«> /V) satisfacen la desigualdad 

Es fácil ver, que haciendo 

*.=KI+K|+...+ki, 

obtenemos: 


s n ^ S N “f - s * m (lí 

Si aiiora admitimos que la serie 2 b n es convergente, entonces, 
haciendo 

5 '= 2 *»• 


terrdremos: 

cle donde, en virtud de (1) 


s„ S': 

S n^ s a+S'. 


Por consiguiente, la serie 2J a nl es acotada, y por ianto ccnvergente. 
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Asf pues la serie 2 a » es absolutamente convergenie. 

QD 

De la aceptación de oue la serie 2 a n es divergente, se concluye l'adi- 

QD « = 1 

vergencia de la serie 2 b * Efectivamente, en caso contrario, en virtud 
tan sólo de lo demostraao la convergencia de la serie 2 b n implica la 

- co - n=i 

convergencia de la serie 2 a *• 

»=t 

Ejemplos. 

1. La serie l.. es convergente, ya que sus términos son me- 

nores que los términos de la serie convergente 2 t ^* (Pág.139) 

2. La serie + y + es absolutamence convergente para todo x 4®1 

intervalo —*<x<i , ya que las magnitudes aòsolutas de los térrm- 


nos de esta serie no exceden a los términos ae la serie geométrica 2 Í*P- 

3. La serie ]£;p(s<l) es divergente ya que sus términos no sonmeno- 
res que los términos de la serie armónica 

n=l * 

1 O. Criterio de Cauchy. Si los términos de la serie YL a»son no-ne- 

»=t 

gativos. entonces es válido el siguiente teorema: 


Criterio de Cauchy. 1) Si existe un número no-nega- 
tivo ?<1, tal que a partir de cierto término a^ todos 

los subsecuentes satisfagan la desigualdad*. 

V^n«l ( n>N ), 

entonces la serie 2 fl » es conver> 8 enl:e * 

/ 1=1 

2) Si existe un ?>!, tal que a partir de cierto término 
a N todos los subsecuentes satisfagan la desigualdad 

entonces la serie 2a„ es divergente. 

Demostración. Enel primer caso tenernos: 

(»>^. 

Como la serie es la serie geométrica, convergente (0<^<;i), 

entonces. de acuerdo con el teorema sobre la comparación de series, la 
serie 2°« converge. 


En el segundo caso tenemos: 

(b> N). 

Como la serie 2^" es divergente {q^ i), entonces la serie 2 fl » es di_ 
vergente. B=1 
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Para las aplicaciones es frecuentemente útil la proposición siguiente, 
que fácilmente se deduce de las anteriores; 

Teorema. Si los términos de la serie soji no-nega- 

t i v o s y s i lim ŷ/û„ existe, entonces 
«-►00 

La serie converge, si lira £/ô^<i; 

«-►00 

La serie diverge, si lim 

silim ŷ/â^=:i .entonces no es posible decir nada sobre la convergencia de 

»->oo 

la serie. 

Demostración. Hagamos Hm l/à~ n z=i; 


eligiendo un número e>0, arbitrario, podemos encontrar cierto nú- 
mero N, que paran>A/feea 

I ï/ôT-*'/|*<e, 

esto es, 

/-e<^</ + 8 . 

Si se acepta que /<i t entonces haciendo e=Lpí t /+ e , obtenemos: 

VZ<* Para n>A/. 

Asf pues, según el teorema anterior la serie 2 <*„ esconvergente. 


Si />i, entonces, haciendo 

i — 
2 


—iŷi. 


obtenemos: 


?>1, VT n >q para n>N. 


Por consiguiente, la serie 2°» es divergente. 

Ejemplos. 

00 - - 

1. La serie ^ 2. es convergente, ya que ìim y i* = lim i.==o. 

2. La serie ^ -^^es convergente para o<x<l,P uesto <3 ue 

^^Ji” 1J = jc 

3. E1 criterio de Cauchy no resuelve el problema de la convergencia de 
la serie 21 p>\ ya Q ue tenemos: 
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Sin embargo sabemos que para la serie es divergente (Pág. 146) y- 
para «> lconvergente (Pág. 139) 


ll.Crit ^ Pio de D'Alembert. Aceptemos que todos los términos de 
la serie 2 a m son positivos ( en particular, diferentes de cero ). Se puede 

formular el siguiente teorema: 


Criterio de D'Alembert. l)Si existe yn número no-ne 


gativo q < i, tal que a partir de cierto término a N todos- 
los subsecuentes satisfagan la desigualdad 


entonces la serie 


2*„ 


'f 1 

es convergente. 


(«>A0, 


2) Si existe un número ?ssl, que, a partir de cierto término 
dos los subsecuentes satisfagan la desigualdad 

entonces la serie 2 a „ es divergente. 


(«>A0, 


Demostración. Observemos que en el primer caso a n+ì *^a n q (/*>A/;, 

por consiguiente, haciendo «=^+1, <V-j-2, W-|-3. N-\-p (p>0), obte- 

nemos; 

a n±t ^ a M +l q, 

°n+3 < a N+ t q < a N+i q*. 


® 00 

Como la serie 2 a /v+i/ , ~ l converge (ŷ.< 1), entonces la serie 2 a „ 
también converge. D “ 1 n - x 


Similarmente procedemos en el segundo caso. 


De este criterio se deduce la siguiente proposición: 

Teorema: Sea que los términos de la serie 2°» son 

positivos y que existe el Ifmite • Entonces 

si llm <1, la serie será convergente; 

«-»00 “«■ 

si iim î, 1 a serie será divergente. 

Enei caso en que Jlm,™ 1 , no es posible afirmar na- 
da sob~pe la convergencia de la serie. 

La ciemostración es semejante a la demostración desarroilada en la -- 
Pág. 147. 




SERIES 


149 


1. La serie ]jr ^ es convergente para todo x. 
Efecnivamente, tenemos 


2. La serie ^ ?s convergente para 0^x<l. 

n = 1 

Efectivamente, tenemos 


Por corxsiguiente, si la serie será convergente; asi' mismo, si 

, la serie será divergente. 

2 "« ! 9n„| 

3. La sene Z*~Jpr converge siempre pero la serie^ nr es divergente. 

n=l »i=i n 

Efectivamente, en el primer caso tenemos: 

lim ^±i= lim -r—= 

n-+C£> a n n->co | | | ^ \ € 

y en el segundo caso \ n J 


lim -~^= lim - 


PROBLEMAS 

Demostrar la convergencia de las series: 

CD aO 00 QD QD 

V JL V 1 V 1 V 1 v N ' 

h T "' &T**' hj .tiw h* 

y la divergencia de las series: 

00 00 00 00 

V 1 V 1 V j V 1 «! 

»=l 2/, + 5 ’ B =ï^’ 1 1) ’ 

SECUENOAS Y SERIES DE FUNOONES 

12. Definición de la Convergencia de una Secuencia Fun- 
cional. Sea dada la secuencia de funciones {/„(*)}, ’definidas en el in- 

tervalo (a, b«,). Se dxce qae la función f (x), definjda en el intervalo (a,b), 
esel Ifmite de la secuencia funcional {/ n (x)} t en este inter- 

valo, si para cada punto x q del incervalo (a, b) 

Si f (x) es el lfmite de la secuencia {/„( x )} en el intervalo (a, b), escri- 
biremos: 

Jíz, / - (x >=/<*>■ 

El concepto de suma S (x) de ia serie ^/„(x). se define de manera se- 
mejante. n=1 
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Ejemplos. 


1 . f»{x)=^~; lin ya que 


!/.(*) I<1 




Etecuvamente, tenemos: 


Sl"J r +r)‘ 

z!n ( 1 ) 

*)= lim e ' * ) . 

*-* 00 

Pero 

lim zla f 1-f 
*-»00 v * / 

..) =llm '" ('+”)_ 
«-♦00 1 

z 

por consiguiente, 


,"»( i + t)'='". 

esto es jim (1 -j- ■ 

3. fn(x) = n sin ; lim f n (x) = x. 


Efectivamente, tenemos: limzsin— ***)= u m 8in 2 

* Z-KX> 1 


lim /jsin— = x. 
_ _ « 


4 ‘ f,{x) = n(x"-\). 


Haciendo uso de 


.. a* — 1 . . 
lim-= ln a, 

Z-*Q Z 


obtenemos: 


lim f n (x)= lím —— - = ln jc 
«-♦00 n-ỳ-Qo _ 


13. Convergencia Uniforme. Se dice que dos funciones f (x) y y(x) 
en un intervalo cerrado [«i 6] dif-ieren entre sf en menos que e (8>0), si pa- 
ra todo x del intervalo («, 6] tiene lugar la desigualdad 


|/W-¥Ú)I<». 


*■) 

++) e.«. 

+++i> <».&, 
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Se dice, asfmismo, que la secuencia funcional {/„(■»)} converge uni- 

formemente en el intervalo [a, b] a la función f (x) si para todo e>0 en- 
contramos en nuestra secuencia una función f^íx) tal que toda función sub- 

secuente difiera de f (x) en menos que e , esto es 

|/«W—/Wl<® para «>M 

Ejemplo. La secuencia / sinnx j converge uniformemente a cero. 

Efectivamente, tenemos: 



por consiguiente, para «>— se tiene 

Observación. Es eviderrte que una secuencia funcional, uniformemen- 
te convergente hacia ciena función f (x) converge también a ella en sentido 
ordinario. La recfproca, sin embargo, nò puede afirmarse. 

En efecto, consideremos la secuencia funcional: 

/„(x)= x n (O^x^ i). 

Converge en el intervalo cerrado [0, 1 ] a la función f (x), definida en la si- 
guiente forma 


/M = { ® 


P 0 ™ «<,<i, 

para *=1. 


Observemos, sin embargo, que para un núrnero e<l , arbitrariopo- 

sitivo y para una función arbitraria f (x) - x n de nuestra secuencia es váli- 
da la igualdad n 

/„<^>=«. 

Asf pues, parax= {/iT tenemos. 

|/„(x)-/(x)| = 8. 

Pero entonces ningunô de las funciones de nuestra secuencia puede dife- 
rir de f (*) en menos que s , esto es, la secuencia no converge uniforme- 
mente á f (x). 

14 Operaciones entre Secuencias Funcionales Uniforme- 
mente Convergentes, Condicidn Necesaria y Suficiente 
de Convergencia Un if o rm e , Comparando la definiciôn dè la con- 
vergencia de las secuencias numéricas oun la definición de la convergencia 
uniforme de secuencias de funciones vemos que estas últimas son la gene- 
ralización natural de tas primeras. 

Mucnos de los teoremas de la teorfa de las secuencias numéricas fácil- 
mente se translâdan a las secuencias uniformemente convergentes de fun- 
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cíones. 

1. Si las secuencias funcionales y {<p„(x)} convergen uniforme- 

mente en [a, &], á f (x) y á <p(x) , respectivameni.e, entonces: 

1) La secuencia {/„ (jc;- f-(x)} converge uniformemente a/(*)-f-<p(x); 

2) La secuencia(/„(jc).<p„(x)} con verge uniformemente a f(x).<p(x). 

2. Si existe un número a>0 . tal que para todo x del intervalo [<*, 6] 

l<Pn(x)l>a, 

entonces la secuencia converge unitormemente a 

Conaición Necesaria y Suficiente de Convergencia 
Uniforme. Para que una secuencia funcional {/*(■*)} con - 

verja uniformemente en el intervalo cerrado fa, ô])a 
cierta función es necesario y suficiente que para to- 
do e>0 pueda determinarse en la secuencia una fun- 

c.ión L.(x) tal que dos funciones cualesquiera, subse- 
N 

cuentes difieran entre sf en menos que e, en el inter- 
valo [«,-&], esto es, 

\f p ( x )— / ff W |<8 para a*zx*z,b, p,q>N. 

Demostración. Esta condición esnecesaria. En efecto supongamos 
que la secuencia lf n (x)} converge uniformemente a f (x) en (a, b). Eli- 

giendo un número arbitrario e'>0, puede en virtud de la.definición de con- 
vergencia uniforme fijarse en la secuencia una función f^íx), tal que 

l/W—/.(*)]« 1>ara a<jc<&, h>N. ^ 

Tomando ahora dos funciones arbitrarias f p (x) y f q (x) ubicadas en la se- 
cuencia de funciones f N (x), obtenemos 

I /, <*) -/, (*) I * I /,«*) -/<*) +/<*> -/, <*) I < 14 M -/<*) I +M <*) -4 <*> I- 


De donde, en virtud de (1), obtenemos: 

14<*)—/,<*)!<?«'. para «<*<», p, q> N. (a) 

Haciendo ahora e'=ý, comprobamos la necesidad de nuestra condición. 

La condiáón es suficiente también. Admitamos que nuestra secuenciasa- 
tisface esta condición. Entonces, como fácilmente se ve, converge para to- 
do : lo que se deduce inmediatamente del teorema de Cauchy sobre 

las secuencias. 
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Hagamos 


Iim /„( x)=/(x). 

It~*cc 


Sea e un número arbitrario positivo. En virtud de la suposición, en la 
secuencia existe una función tal QU® 

l4W~4W|<e P ara a^x^b, p>N, /x>N; (3) 

pero 

14 w -4 Wl = I/ <*> -4 (*) I (0 < X ^ »), 

por consiguiente, con fundamento en (3), 

|/W— /,(*)!<• Para 

Vemos, asf, que la secuencia {f„(x)} es uniformemente convergente. 

15. Condición Suficiente de Continuidad de una Función 
L fm ite. El lfmite de una secuencia uniformemente con- 
vergente de funciones continuas es una función continua. 

Demostración. Aceptemos que la secuencia {/„(x)} de funciones 

continuas, en el intervalo cerrado [a, b ], converge uniformemente, en este 
intervalo, a la función f (x). Elijamos un número arbitrario e'>0 . Co- 

mo se deduce de la condición, existe en nuestra secuencia una fanción 
f n (x) que difiere de f (x) en menos que e' , es decir, 

!/(*)—■/.(•«) I<«' (a<Jf<é). q) 

Sea x Q un punto interior cualquiera del intervalo [a, A]. Como según la 

condición f (x) es continua, existirá una vecindad tal del punto x uue para 
n o 

todo punto x"de esta vecindad 6e satisfaga la desigualdad 

|/»(^)-/»^J*l<«'. (2) 


Pero 

!/<*') -/<*.)I = |/(AT') -4 <•*-) +4 <■*') -4 <*.) +4 <*.) -/<■*.) I. 

de donde 

I f (*■) -/<*,) ||/M -/. (*■) |+1 /. <*')-/„ (x.) |+|/. K)-/K) |. 

Confundamento en (1) y (2). tenemos: 

l/(*') —f(xj I < e' -f e' 4- e' = 3e'. 

Haciendo = vemos que para todo punto x Q se encuentra una vé- 
cindad tal que en cada punto x" tiene lugar ia desigualdad 
\f(x')— f(x 0 )\<*. 

Asf pues, la fundón f (x) es continua para x - x q . Análogamente se demues- 
tra su continuidad para x - a ý x - b. De suerte que la función f (x) es con- 
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tinua en el intervaio cerrado [a, b\. 


Observación. Es fácil demostrar que si una secuencia de funciones 
continuas converge uniformemente, entonces su función lfmite no necesa- 

riamente es continua. Efectivamente , haciendo f^tx) = x n vemos que 


lim ® 

»-»00 \ 1 


para 

para 


0 <*< 1 , 
x = 1 


(ver ejemplo, Pág. 151). 


Asf pues, la función Ifmite no es continua para x * 1. 

lò.Con vergenc ia Uniforme de las Series. E1 concepto de con- 
vergencia uniforme de una secuencia de funciones puede extedderse fácil - 

mente a las series funcionales. Se dice que la serie func ional2/»W 
converge uniformemente, en un intervalo cerrado [a, ŷ], si la co - 
rrespondiente secuencia funcional (í„(x)} de sus sumas parciales converge 
uniformemente en este intervalo. 


Para investigar si una serie funcional dada converge uniformemente, lo 
que frecuenfcefnente es importante, en muchos casos es suficiente la siguien- 
te proposición. 

Condición de Convergepcia Uniforme de una Serie. Sea 
aada la serie funcional v / (x) y la serie numérica convergente 

°° it==l ^ 

2 a n con términos no-negatlvos. Si a partir de cierta función f^(x) se 
satisfacen siempre las desigualdades 

\fnW<.a n para n >N, a<x<£, 

00 

Entonces la serie 2/»(•*) converge uniformemente en el intervalo [a, £]. 
Demostración. Observemos que sï p>q>N, entonces, haciendo 

,.= 2 

obtenemos: n=l 

I s p (x) — s q (x) | = |/ ç+1 (x) +/ í+g (x) + ... +/, (x) |, 

por consiguiente, 

I (X) - ,, (X) | < i/,„ (X) |+|/,„ <*>| + ... + I/, WI- 

Por lo que, en virtud de la condición 

l 5 p( X ) S q( X ) I + a ?+ «+ • • • 

esto es, 

I s p ( x ) í *( Jf )l s £0 / ,— a q para osSx<;ô, p>q>N.^ 

Como de acuerdo con dicha condición, la 9erie 2 a n , y por consiguiente 
la secuencia (o B ), converge, entonces con base en el teorema de Cauchy 
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puede determinarse un número N'tai que para P>W y q>N’ es válida 
ia desigualdad 

( 2 ) 

Tomando ahora un número arbitrario N"mayor que los números N y N"ob- 
tenemos, en virtud de (1) y (2) 

\s p (x) — s g (x)\<& Para p>ç>AT. 

Asf pues, ia secuencia {s fl (jc)}, y por consiguiente la serie con- 

vergen uniformemence, 

00 

Ejemplo. La serie YL — converge uniformemente en el intervalo ce- 
rrado L —AJ bajo la condición de que I A I<1 Efectivamente, tenemos: 

|?|<^<w 

la propia serie ^eométrica converge para |A|<1. 

17. Convergencia Absoluta y Uniforme de Series Funcio- 

-£2- ; -=-*-”-05- 

nales. Se dice que la serie funcional 2-M x ) conyerge absoluta y unifor- 

- n = 1 00 

memente en un intervalo cerrado l a * H si ia serie 2 |/„(x)lconverge unifor- 

memente en este intervalo. Es fácil ver que si lá serie converge 
absoluta y un if o r m em ente , entonces también converge 
unif-ormemente, La recfproca, no obstante no es verdadera• 

1 8. D i f e r en c ia c i ón de Secuencias y Series. Si las funciónes 
de la secuencia {/„(x)} son continuas y tiene primeras derivadas continuas 
en el intervalo i[û. b] y si las secuencias \f n (x)\ y \f' n (x)) convergen uniforme- 
mente en este intervalo, haciendo 

li ra f n (x)=f(x), 

n-t oo 

podemos aseverar que la función f (x) tiene deriveda y que 

iim f n (x)—f (x). 

n-*co 

Demostración. Hagamos 

fn (*) = <e (x). 

n-tcjo 

Sea x q un punto arbitrario en el interior del intervalo [a, 6]. 

Por el teorema sobre el valor medio tenemos: 

(xj 1=1/; K+W)-,u.>|= 

= I f'n (*0 + 6A) — ? (X, + ÔA)-F<p (X 0 + 6 h) — ? (x 0 ) 1 < 

<14 (Xo+**)-9 (x 0 + W») | + l <P (Xo+m-f (x 0 )|. (1) 
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Sea e un número arbitrario positivo. Como la secuencia {f (x)} con- 

verge uniformemente a ¥ (*) entonces existe un número N tal que para to- 
do n>N' y para todo x es válida la desigualciad 

\fn (*>-* W|<ý- 

De donde se desprende que para n>N y para todo h, tenernos: 

l4(*o + ^)-<p(* # + 6A)|<ý. (2) 

Como la función <p (x) es continua en iamo que el lfmite de la secuencia 
uniformemente cbnvergente de funciones continuas, existirá un número 
7)>0,tal que parn todo x que satisface la desigualdadl x' — jc 0 l<ïjtiene iugar 

|«p (jc') — <p(* c )|<ŷ. 

Por consiguiente, si |A|<rj, entonces, tomando en cuenta queo<6<l, 
obtenemos: 


lv(Jf 0 + W)-<p(x # )|<J., (3) 

De las relaciones (1), (2) y (3) se deduce la desigualdad 

1 4&±g=Aa _ ttg | <t M) 

para cualquier n>N y |A|<r), 

Si se acepta que n tiende al infinito, eritonces de la desigualdad (4) obte- 
nemos la desigualdad 

|~ # ^a —^ — <p(x # )|<e. (5) 

Asf pues, nemos demostrado que para cuaiquier número 8 >o puede en- 
contrarse un r ( >0, tal que paro lodo 0<|A|<7jse satisface la desigualdad 

(5). Por consiguiente. 


f(x 0 ) = <p{x 0 ) 


Análogamente se obtiene la demostración para x q » a y para x q = b. 

Observación. 1. Sila secuencia de derivadas no converge uniforme- 
mente entonces la aseveración del teorema puede ser falsa. Por ejemplo, 

la secuencia tiende uniformemente a cero: la secuencia de las 

derivaaas {cosnx} no tiende a cero, ya que por ejen plo, para x = 0 su lf- 
mite es igual a 1. 


Observación 2. Un teorema análogo puede formularse pafa las se- 
riea Si las funciones u (x) son cominuas y tiene derivadas continuas 
00 tl 00 

en [a, y si las series ^ u„(x) y S “»(■*) convergen uniformemente, eruon- 
ces haciendo 
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5W = 2«„(4 

11=1 

tendremos: s’ (x) = jg u’ n (x). 

19, Series de Potencias. Se llama serie de potencias a 

co 

una serie de la forma Es una serie funcional con térnìinos 

/.(*) = «-*"• 

Ejemplos. 

1 . !+* + **+.••+* ,, + ... 
a - '+í+í+îf+-.+S+... 



Teorema. Si la serïe de potencias 2 # û / converge para * = x 0 + 0, enton- 

ces en todo intervalo cerrado alojado en cl imerior del intervalo I* 0 I> l x ol)» 

converge absoluta y uniformemente. 

Demostrac ión. Consideremos el inu rvalo cerrado [— h, A] (^>0), a lo- 
jado en el interior dei intervalo (— |jc 0 |, |* # |). Sea x un punto arbitrario del in- 

tervaio [— h, A] , por oonsiguiente, |jc(<A., Observemos que por ia condición 
dada, la serie 2 a w converge, y por consiguiente, 

n Uma„x" = ° f 

puesto que ia secuencia en tanto que convergente, es acotada. De suer- 

te que existe un númeroAí^>0, tal que para todo n es válida la expresión 

l«|<Aí. 

Como = a n x\ , entonces 

iv*i=iv:i|if<«|^f. (u 

Pero 0<A<(x # |, por lo que lae serie geométrica,2 M I — Tes convergente y 

J ao n =0 I I 

por consiguiente, la serie 2 Iconverge uniformemente para 

n=0 

|jr|^A f pues sus términos en virtud de (1) son menores en módulo que 
los términos correspondientes de la serie convergente ? 0 ^|^| »lo que por 
el teorema de la Pág. 154 es suficiente para la convergencia uniforme. 

20. Radio de Convergencia de una Serie de Potencias. Del 
teorema antes demostrado se deduce que si para cierto x ■ L la serie 
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2 ajc" diverge, entonces para todo x, para el que 1*|>U|, la serie 

ngsQ - 1 

y ajf también diverge. De donde, haciendo uso de la teorfa de los nú- 
„=0 

meros irracionales llegamos a la conclusión de que si la serie no es con- 

vergente para todos los x, entonces eí con.iunto de tales valores de x. para 
los que la serie converge, forman un intervalo con centro en el punto x-0. 

Representando por R el extremo derecho de este intervalo, vemos que 
si |■*!</?, entonces la serie 2 a «*" es convergente y si |x|>/?, la serie 

oo »=0 

5^ a„jr será divergente. 

De suerte que puede formularse el siguiente teorema: 

00 

Teorema. Si la serie2 fl /"no es convergente para todos 

Ji=*0 

los valores de x, existettal núm erof?>0J)ara el que la 
s 6 r 16 converja para |x|</? y diverja para|*| >/?. 

Para x=-±:R la serie puede ser convergente o diver- 
gente. 

E1 número R recibe el nombre de radio de convergencia de la 

00 oo 

serie . Si la serie converge para todo x. se dice que su 

radio de convergencia es igual a 4-00. 

21. Continuidad de la Suma de una Serie de Potencias. Co- 
mo una serie de potencias es uniformemente convergente entodo iritervalo 
cerrado, completamente alojado en el interior del intervalo (— /j) entonede 

La suma de una serie de potencias esuna función con- 
tinua para todos los valores de x de módulo menor que 
el radio de corivergencia. 

Observación. Si la serie de potencias converge donde quiera, enton- 
ces su suma es una función continua donde quiera. 

221 Câlculo del Radio de Convergencia. Para determinar el ra- 
dio de convergencia es suficiente, por lo común, usar uno de los siguientes 
teoremas: 

Teorema : 1. Si existe „_ _ 

lirn^ Y\~â^\ = g 


g=£Q, entonces el radio de convergencia de lô serie 
VaV será el número 


Si g - 0 , entonces 


/?= 1 . 

g 




SERIES 


159 


Teorema 2. Si existe lini 

»Voo I > 

y g=£0, entonces el radio cìe convergencia de la serie 
^ será el núm ero 



S i g * 0, entonces /?= 4 -oo. 

Demostración. La demostraciôn del teorema 1 se desprende inmediata 
npente del criterio de Cauchy (Pag. 147). Efectivamente, tenemos: 

‘irn "/1 a„x" | = lim ŷ/\âï\-\x\=g-\x\; 

B-»00 ^ »->00 

por consiguiente, la serie 2 \ a n*?\ converge para N £ , |*| < C1 (esto es, 

n=0 

para |*|<—) ) y diverge para £*|x|>l (esto es, para |x|>ý ). Ve - 

mos asf que -ì es el radio de convergencia. Si g » 0, entonce9£-|x| = 0< t 

por consiguiente, la serie siempre converge. 

Análogamente, con apoyo en el criterio de D'Alembert (Pag.148), pue- 
de demostrarse el teoremá 2. 


23. D i f e r e n c i ag i ón de Series de Potencias. Diferenciando - 
término a término la serie de potencias 



obtenemos una nueva serie de potencias: 


( 1 ) 


2 ^ b ^- 1 
B=1 


( 2 ) 


Puede demostrarse la veracidad de la proposición siguiente. 


Teorema. Las series (1) y (2) t i enen uno y el mismo ra- 
dio de la convergencia. La suma de la serie (2) es igual 
a la derivada de la seria (1) para todos los valores de 
x menores en módulo que el radio de convergencia de- 
estas' se ries . 


Demostración. Admitamos que R es el radio de convergencia de la serie 


(1). Sea 


0<\x\<R. 


Tomemos un número arbitrario que satisfaga la desigualdad |x|<»</?. 
Como 

lim y~n = 1, 


existirá un número N tal que para toao 


por consiguiente. 
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ki i V 

Dado Que los términos de la serie \ V **I"no exceden Los tépminos 

de la serie convergente (| S 1 l°nl a " + entonces la serie con - 

verge absolutamente. Dividiendo esta serie entre x vemos que la serie 
00 

es también absdutamente convergente para todo |jc|</?. 
Aceptemos ahora que |•»| > /? . Puesto que la serie 2 I11 T es di ‘ 

vergente y sus términos son menores que los de la serie 2 l B l a »l l*Ten 


tonces esta última serie es también divergente, de donde se infiere que 
la serie n l<*„| I| es divergente para !■*!>/?. Asi pues, el radio - 
de convergencia de la serie (2) es también R. 

&i °< r <^ , entonces la serie (2) converge uniformemente en el in- 
tervalo \— r > , y por consiguiente, de acuerdo con el teorema sobre la - 
diferenciación de series (Pág. 155), su suma es la derivada de la suma - 
(1). Como r puede ser un número positivo arbitrario, satisfaciendo úni - 
camcnte '’</?, entonces la suma de la serie (1) posee dondequiera en el 
interior del intervalo (—/?, /?) derivada, que es la suma de la serie (2). 

Obser vación. E1 teorema demostrado es válido tarnbién con res - 
pecto a la serie obtenida de la serie (2) mediante una tìiferenciación ulte 
fior. 

Ejemplo. Como se sabe, 

l+x+x # -f-...-f^_f_.., =ï J_ > |x|<l; 

por consiguiente, 

1+2x+3a ; *+...+«— |*|<,, 

2+3*2x+4*3jc # + ... +» (,— 1) jc*“*+ •• , |*|<1. 

24. Serie de Taylor, Sea f (x) una función continua, definida en el 
intervalo cerrado con derivadas de todos los órdenes, continuas - 

tambiái en este intervalo. Representanao por x 0 > x 0 -\-h dos puntos ar- 
bitrarios del intervalo (p, b) y por un número natural arbitrario, obtene 
mos según la fórmula de Taylor (Pag. 113): 

/(*,+*)=/ w +(*,)+...+/<"-"(*.)+ r. (*., a). 

siendo 

K (*., *>=£/■*• -67-*/» (x.+OTi), 

o<0< 1, 0 < 0' < 1. 

+ ^ La serie 2 l l a "l a,, es convergente ya que 0<«</?. 
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Puea'e suceder que para un crecimiento ilimitado de n, la expresión 
R n ( x o. h) tienda a oero, es decir que 

Hm R n (x 0 , h) = 0. 

n-* oo 

En este caso la serie infinita 

f w+ £ r (x .)+£ r (x.) +... + ï/»> (*,)+... 

converge al ifmite f( Xo -\-h). Tenemos, asf, 

/<*,+*>=/<*.)+•£/’(*.)+$/■ <*.)+ ■ • • +75/™ w+-- 

la serie en el miembro derecho recibe el nombre de Serie de Tay- 
lor. Asf pues, hemos demostradò la proposición siguiente: 

Teorema. Si la función f (x) y sus derivadas de todos 
lor ordenes son continuas en el intervalo cerrado [<».*] 
y x 0 , x 0 -\-h son dos puntos arbitrarios de este intè’rva- 

lo, entonces 

/<*. + *)=/ W + TT f W+w/' W+ • • • +£/'”' W+ • • •=■ 
=/w+Ì^/”'w. 

bajo la condición de que el término del residuo /?„(*,, h) 

de la fórmula de Taylor tienda a cero. cuando n crece 
ilimitadamente. 

Observación. Siel intervalo [«. *>} contiene al punto x = 0, entonces 
subscituyendo 0 en Lugar de x 0 y x en lugar de h en la serie de Taylor, ob- 
tenemos 


/<*)=/<o)+tj /<o)+|/'<;«)+ • • •+h/"’<°)+--= 

=/(0)+Ê^Ì/"'(0). 


i/ajo la condicicm; Hm R (0, x) = 0. 

Esta es la llanada Serie de Maclaurin,. 

E1 teorema arriba formulado tiene un valor fundamental. 

Proporciona el desarrollo de la función f (x) en una serie de potencias 
cuanao el tôrrnino del residuo R n (x 0 , h) tiende a cero. 

Observación. En particular el término residual tiende a cero cuando 
las derivadas de la función son acotadas en su totaiidad en ei intervalo 
h], esto es, cuando para todo natural n y para todo x de este intervalo 
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I/*"» Efectivamente, en ese caso tenernos: 


|r .k. *)i=|^’(*.+»*)|<Aí!a', 


y como 


(ver Pág. 30), tendremos 


Ejemplos. 

i. - r “ , +î+í+-+S+- 


lira L££=0 
»-« «1 


lim /? (jc, 
« — 00 


à) = 0. 


para cada x. 

a. *.*=•&-$+£-...+(-«r ^rò+- 


para cualquier x. 

3.«„,_í+5_g+...+ ( _ ir g+... 


para todos los x. 

4. ln (i -X-x) =—— x * i x ' * . - 

' ^ ' l T+T T+ — l )** 1 


para 

5. (1+*)'=!+({)*+(§) **+... +(S)**+ — 

para |jc|< 1 y p arbitrario. 

Demostración. i. La función e x es continua en el intervalo cerrado 
[—A, A ] # (a es un número arbitrario positivo) asf como sus derivadas 
de todos los drdenes, ue coinciden con ella. Por tanto las derivadas de 
todos los órdenes son acotadas en su totalidad, a saber 

|/<*> (*)!<«*, 

para todo número natural n y para todo x ael intervalo [-A, Â\. 

Por consiguiente, en virtud de la observación anierior la serie de Tay- 
lor es convergente para — A^x^A , es decir, para todo x ya que A es 
un número arbitrario. 

2, 3. Las mismas consideraciones en relación con lasfunciones sen x y 
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cos x. pues las derivadas de todos los órdenes son continuas y en módu- 
lo no exceden a la unidad. 


4. La función ln(l-f-x) y sus derivadas de todos los órdenes son conti- 
nuas en todo intervalo cerrado que no contenga al puntox= — 1 E1 término 
residual de la fórmula de Maclaurin, para esta función tiene ia forma 
(Pág.UÔ): 


/? n (x)=(-l)« 


1 *" _/_ 1 \IM -1 (1 — 6')"~ 1 n 

no +e*)»—' o + rxf 


siendo o<6<i, 0 < 6 <i. 


Haciendo 

por consiguiente. 


, obtenemos: 

1 *.<*>!= „( 1 + 0 ^ ^!» 

lim /?„(x)==0. 


Asf mismo, si 6 ^x^0 (0<e<l), entonces, haciendo —x = u, 


obtenemos 

\K, 


l .wl= ! FíW l ^ l= Tr^W“’ = (^rò) r=n 


Como 0<0'u<6'<1 , entonces 0<1—6'<1— %’u , por consiguiente 


De estas desigualdades obtenemos: 




Como O^e^l, entonces lim s n = 0 t y por consiguiente 

n -*<x> 

lim /?„(•*) = <>. 

Como e es un número arbitrario positivo, menor que la unidad, hemos 
demostrado la validez de la fórmula de Maciaurin para la funciónln(l -f-x) 
en el intervalo — 1 <x< 1 » 

Para x= — 1 obtenemos la serie — 1 —^ — ŷ—..., 


que, como sabernos, (ver Pág. 139 ) os divergente. 

5. La función (l-f-x) / ’ es continua, en conjunto con sus derivadas de todos 
los órdenes en todo intervalo cerrado que no contenga el punto x = — i. 

E1 término del residuo de la fórmula de Maclaurin para esta función 
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(Pág.118 ) tiene la forma 

R n ( X )=^j (i-f òxf- H xr=(pỳ n (i — oy(i + Vx) p - n 
0 <()< 1 , 0 < 6 ' < 1 . 

SiO<x<8< 1 .entonces, usando ia primera forma del residuo, obtene- 
mos: 

R P(P~ 1)-..Q>-h + 1) x n 

— 1-2...« (14 Ox) n -P’ 

por consiguiente para «>P 


tendremos 




Existe, por consiguiente, un número K tol que para k^>K será 

Haciendo «>/? y n>K obtenemos: 

\K WI < | • | (£ ^ |... 

como 

lim e' ,_Ar “ 1 = 0, 


tendremos 


Si 


lim R n (x)=;0. 


— e<x<0(0<e<l), haciendo x = — u y empleando la segunda forma tiel 
residuo, obtenemos: 

*M= pj!L Tr. -’c-»r-(i +»•*>'-"**. 


asf que 




_ p(p — \)...(p 


r,” — (hrJ" C -»'«r ■<-*)", 


de donde 
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IR.(*)I= 

Como (i — Wu) p - 1 esca comprendido entre 1 y (1 — ef- 1 , y 

como sabemos, no es mayor que la unidad (ver PágJ63) será suficiente 
con comprobar que 


_„ mJpa| |<^||^|...||( e ^l =0 . 


La demostración es la misma como la del caso anterior. 


Como 6 es un número positivo arbitrario, merior que la unidad, se de~ 
muestra efectivamente, la validez oe la fórmula de Maclaurin para nues- 
tra función en el ìntervalo 

_1<X<1. 

Observación. Aplicando el último desarrollo obtenemos las series: 


^=1+f-TT+fcîT--- 


Conversentes para — 1<x<1. 

PROBLEMAS 

1. Demostrar lavalidez de ïos siguientes desarrollos. 


(2x)' (2x)* 

2-2! 2-41 

e * — e~* x ■ x* , ,_ 

2 11 '~3! ' - ’~(2/í- j- 1)! 


slnlje= gg .. lf+ . v*r, 

2-2! 2*41 ' + ' r 2-(2n)l • 




(1 + e*)* = 4 -f (2 4- 2) £ -f... + (2 + 2») Ç + ...; 
(1 + x?)-■ ‘ = 1 + x* ìy» -f ..., 

^“'+T-TÍC-- 


(!-**) 

(arcsin x =x-\- 


2 = 1 ~^~~2 ^ + 07 


-4 , l ' 3 ’ 5 . , 

: ^ 4- 2.4.H-* + • •• 


„» I 1 * 3 •** 1 1 * 3 ' 5 x* . # . 

3* + T4T+T4TT+'" 


|x|<i; 
l*l<i; 
l*l< i; 

|JC|< 1. 


La función tg x tiene un desarrollo convergente para |x|<^- : 


+ ) Se diferencfan ambos miembros de las igualdades. 
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Determinar las constantes 
Bernoulli. 


llamados números de 


3. Demostrar la validez de los siguientes desarrollos: 

sin<* + A) = slnx + ^A-?^A*+...; 
cos (x + h) = cos.x — ^A - A* + ...; 

ln{*+A) = |n JC + 4-K-|) , +y(4)*+.... \h\<\x\. 

4. Si se requiere resolver la ecuación f (x) « 0 entonces representando con 
x un valor aproxtmado de una rafz (obtenida. por ejemplo, por tanteos) y 
con •*»+* la rafz desconocida, obtenemos: 

0=/(Xo + A) =/(*,) + hf' (x t ) + ... 

Si h es suficientemente pequeno, entonces desprecíando los términos que 
contienen a*. a* ,etc., obtenemos: 

0=/(* o + A)=:/(xJ + A/' (X e ), 

de donde 

Asf pues el nuevo valor aproximado de la rafz buscada tiene la forma 

, f(Xo) 

X%X *"F(53* 

Con el valor aproximado obtenido puede procederse como antes y calcu- 
lar una nueva aproximación, etc. E1 método descrito fué propuesto por 
Nevvton. 

Resolver por este método ias ecuaciones: 


■** + 2x* + 3 * + 4 = 0; 
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FUNQONES DE DOS VARIABLES. 
CONCEPTO DE FUNCION DE DOS VARIABLES 


1. Conjuntos planos. Dominios. Se dice que un conjunto - 
de puntos esun conjunto plano.si los puntos de este conjunto es- 
tán en un plano. 

Un conjunto plano es restringido si existe un cfrculo que lo- 
contenga en su interior, Un segmento, un triángulo, etc., son conjuntos 
restringidos. Una lfnea recta no es un conjunto restringido. 

Vecindad deun punto P es la interioridad de todo cTrculo con — 
centro en P. Si un punto de un conjunto dado posee la propiedad de què 
exista cierta vecindad suya totalmente perteneciente al conjunto, enton- 
ces tal punto recibe el nombre de punto interior del conjunto dada 
Un conjunto formado exclusivamente poí' puntos interiores recibe el -- 
nombre de dominio abierto 6 brevemente, dom in 1 o . Los do- 
minios más simples son: la interioridad de un triángulo, de un polfgo- 
no, de un cfrcuio, de una elipse, etc. 

Se dice que un dominio es conexo si dos cualesquiera de sus pun-- 
tos pueden unirse mediante una lfnea quebrada integramente alojada - 
en el dominio dado. Todos los dominios antes mencionados son dominios 
conexos; et dominio representado por las interioridades de dos cfrcu-- 
los que no tienen ningún punto en común no es conexo. E1 conjunto que - 
obtenemos al excluir de un círcuio la cfrcunferencia y un diámetro tam 
bién es un dominio no conexo. 

2^ Punto8.de fpontepa, , Dominios cerrados. Un punto, - 
no perteneciente a un dorninio, se dice que es frontero si cada una 
de sus vecindades contiene puntos pertenecientes al dominio. E1 conjun 
to de todos los puntos fronteros se llama frontera de este domi- 
nio. La frontera de la interioridad de un polfgono, de un cfrculo, etc. 
son respectivamente, la polígonal, la circunferencia, etc. 

El conjunto formado por el dominio y su frontera se llama dom i - 
nio cerrado. 


3. Dominios dados mediante desigualdades, Es fre — 
cuente encontrar dominios definidos de la siguiente manera. 


Sea que se tienen dos funciones definidas y continuas en el interva 
lo cerrado fa, ôl: 

y=f(x), y=f(x). 


Si en el plano tenemos un número finito de puntos A^, A^, A^, ... A^ 
entonces el conjunto de segmentos A^, A^, A 2 A 3* ••• A n l A n es una 
línea quebrada que une los puntos A^ y A^ 
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Acepternos además que 

ÇW</W a<jc<6. 

Esto significa ( Fig. 38 ) que la gráfica de ìa función f(x) se encuentra - 
abajo de ia gráfica de ia función <p{xj ( con - 
exclusión, quizá, de los extremos del interva-— 
lo, en los que es posible f(x) = <p(x)). 

E1 conjunto de los puntos (x, y) que satis— 
facen las desigualdaúes: 

a<x<b, 

<p (*) <y <f(x), 

forman un dominio conexo y le sirven de fronte 
ra las gráficas de las funciones f(x), <p(x)'y los - 
segmentos rectílineos que unen los correspon- 
dientes extremos de estas curvas. Es evidente 
que en algunos casos estos segmentos se reducen a puntos. 

PROBLEMAS 

Mostrar los dominios dados por las desigualdades: 





2. 0<x< 1, 

\ 

3 . 1 < jc < 3 , 

5 . 0 < jc< 1 , 


x*<y<x* + \\ 

3 — Ý"4x — jc* — 3<j><3-f- Vte — x* — 3; 
°<>< 1 —1*|; 

0<y<l, lx-yl >-g-. 


Observación. Es común encontrarse con un dominio cerrado de- 
finido por las desiguaidades: 

Este, evidentemente, es un rectángulo con vértices(a, a'), (a, b'), (b, a'), 
(b, b"). 

4. Funciones de dos variables. Sea E un conjunto arbitra- 
rio de puntos del plano OXY. Se dice que una función está definida en el 
conjunto E, si cada punto (x, y) del conjunto E está en correspondencia- 
con un número real z. 

La dependencia funcional se representarâ como antes por: 
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*=/(*, y), z=y{x>y) 

Los números x, y, se llaman variables indepe ndientes, - 
el número z variable dependientejen cuanto a la función f(x,y) 
se dirá que es una función de las dos var iables independiefìtes x, y, de- 

finida en el conjunto E. Generalmente el conjunto E es un dominio- 

abierto o cerrado. 

Ejemplos de funciones de dos variables: 

1 . z=x x -\-y* para todo x, y. 

2. z = Vï~—x x —y x P ara 1. 

3 - *= ( — d' 0,-2) para *<*<'. ><y<2. 

Si la función f(x, y) está definida solamente por una fórmula, con- 
sideraremos que el conjunto E está formado por aquellos y solamente 

aquellos puntos ( x, y) para los que la fórmula define un valor de la- 

función. 

5. Interpretación geométrica de una función de dos 

va r ia b 1 e s . Tomemos, en el espacio, un sistema de coordenadas -- 
OXYZ. Por imagen de la función z - f(x, y),definida en el con- 
junto E, tomamos el conjunto de todos los puntos (x, y, z) (superficie),- 
aonae x, y son las coordenadas de los puntos del conjunto E, y z-f(x,y). 

Ejemplos. 

1 . z =\—x~y ( Fig. 39 ) 

La imagen geométrica es el plano que pasa por los puntos (0, 0, 1), 
(1, 0, 0). (u, 1, 0). 




Fig. 39 Fig. 40. 

2. z = V\ — **— y* (hemisferio; Fig. 40 ). 

3. * = ( paráboioide de revolución; Fig. 41). 

Si la función f(x, y) es definida en el rectángulo a<x<b, 
a' <^<[£>',entonces, haciendo x=x t (a<Cx t <Cb), la expresión x=f(x t , y) 
puede considerarse como una función de una variable y, definida en el - 
intervalo ( a", b'). 
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Tomemcs en calidad de ejes coordenados O'Y'Z' sobre el plano x — x 0 
las intersecciones de éste con los planos OXY y OXZ. Elijamos las mis-~ 
mas direcciones de los ejes OY y OZ para los ejes O'Y' y O'Z' (Fig. 42). 



Fig. 41 



Construyamos, sobre el plano O'Y'Z', la gráfica de la función z' - f(x,y); - 
Evidentemente, esta gráfica es la línea de intersección de la superficie -- 
z ■ f(x, y) con el plano 

Si lafunción f(x, y) varfa regularmente, entonces, trazando estas sec- 
ciones con presic ón adecuada, podemos representar con sudiciente clari- 
dad la imagen geométrica de la función z - f(x, y). 

Podemoè estudiar también las intersecciones de la superficie con pla 
nos paralelos al piano OXZ, Là suposición hecha en el sentido de qué la - 
función está definida en un rectángulo no es, evidentemente, obligatoria; - 
la misma imagen puede estudiarse cuando la función está definida en con-- 
juntos planos arbitrarios. 

Ejemplos. Investigar las intersecciones de las siguientes superfi- 
cies con planos paralelos a los planos coordenados OXZ y OYZ; 


1 . z=xy ( las seccicnes son rectas ). 

2. z — x* — y* ( las secciones son parábolas ). 

3 . z=xy* ( las secciones con pianos paralelos al plano OXZ son -- 
rectás, las secciones con pianos paralelos ai piano OYZ son parábolas. 

6. Lfneas de nivel. Lfnea de nivel de una superficie z=f(x,y) 
es la proyección, sobre el plano OXY, de la inter- 
sección de esta superficie con un plano paralelo - 
ai plano OXY. En otras palabras, una lfnea de ni- 
vel es el conjunto de todos los puntos ( x, y) en los 
que la funcióntoma un mismo valor. Trazando una 
serie de lfneas de nivel y observando los valores - 
adquiridos por la función, obtenemos una represen 
tación más o menos exacta de la variación de la — 
función (. Fig. 43 ). 
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PROJBLEMAS 

Determinar las lûieas de nivel de las superficies: 

1. Z=V\ -x'-ý. 

Las lfneas de nivel son cfrculos, con excepción del valor z - 1, para - 
el que la lfnea de nivel se reduce a un punto ( Fig. 44 ). 

2. t = 3x*-)-2y* ( eiipses confocaies ). 

â. z=xy ( hipérbolas ). 



Fig. 44 


LDOTE Y CONTINUTOAD DE UNA FUNCION. 


7.Definici6n de lfmite. Se dice que la - 
secuencia de puntos con coordenadas {( x n , yjj tien- 
de e un punto (x q , y Q ) si 

lim x n =x 0 y 


Además la distancia d^ entre el puntoíx^, y^)- 
de la secuencia y el punto lfmite ( x q> y Q ), cuando n crece ilimitadamente; 


tiende a cero 


lim d n = 0 t 


ya que 

Recfprocamente, si iim</„ = 0, la secuencia de los puntos {x nt y n ) tien 

de al punto ( x , y ). 

o o 

Sea la función z « f(x, y) definida en cierta vecindad K del punto ( x 0 »y Q ) 

con exclusión, quizá del propio punto ( x Q , y Q ). Se dice que g es el 1 fm ite 

de la función f(x, y) cuando x é y tienden, respectivamente, á x q , y Q , - 

si para toda secuencia de puntos {(x n , yj}, diferentes de ( x q , y Q ) pertene- 

cientes a la vecindad K y que tienden a ( x , y ), tenemos: 

o o 

„!Ì»/(*»’- v ») =5 * 

E1 lfmite se representa por: 


lim/(x, y) = g. 

X-*X 0 

y~*x» 


Observación. E1 lector podrá fácilmente comprender el significado 
de los sfmbolos: 
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lim/(x, y) = -i-oo, lim/(x, y) = g, Iim/(jt, y)= -\~oo 

X~¥X 0 X-KX) 

y->yo 

Ejemplos. 

1. lini (x* — y*) = — 3. 2. ltaì=^=:l. 

*-+l í+0* 


3 * iïo^T?"" 4 " 00, 


8. Teoremas sobre lfmites. Para una función de dos varia- 

bles puede demostrarse multitud de teoremas análogos a los obtenidos pa- 
ra las funciones de una variabie. La demostración de ellos se hace por los 


mismos métodos. 


Teorema Para que un número g sea el lfmite de la- 
función z - f(x, y) cuando (x, y) tiende a (x q , y Q ), es necesa- 
rio y suficiente que los valores de la función en los -- 
puruos suficientemente próximos al punto (x q , y Q ) difie-- 
ran tan poco como sea deseabie tìe g; 6, en otras palabras, - 
que a todç numero e >0 pueda ponerse en corresponden-- 
cia una vecindad del punto (x q , y Q ) tal que el valor de - 
ia función en un punto cualquiera de esta vecindad (di- 
ferente, sin embargo, de (x q , y Q )), d i f i e ra de g en menos _ 
que e 


Para las funciones de dos variables son válidos también los teoremas 
sobre el ifmite de la suma, el producto y el cociente, similares a ios co-- 
rrespondientes teoremas de las funciones deuna variable. Asfmismo, es - 
verdadero el 


T eorema. S i 


lim/ (x, y)=g 
y-*y o 


y si^>o, existe un número *>oy la vecindad dei puntol x q , 
y Q ) en cuyos puntos ( con la posible excepción del punto (x q , y Q ) )- 
tiene lugar la desigualdad 

/(*, y) > «■ 

• 9. Continuidad. Continuidad uniforme. Se dice que la fun_ 
ción z « f(x, y) es continua en el punto ( x q , y Q ) si está definida en este - 

punto y en uno cualquiera de sus vecindades y 



FUNCIONES DE DOS VARIABLES 


173 


limf(x,y)=f(x 0ì y 0 ). 

x-*x a 

y-*y* 

Ejemplos. Las funciones z = x + y, z — x * — y' son continuadas - 
donde quiera. 

Observación. Si lafunción z =f(x, y) está definida en el conjunto E 
se dice que es continua en el punto ( x q , y Q ), ael conjunto E, con respecto 

a este conjunto, si para toda secuencia de puntos {(*„, y n )}, pertenecien- 

tes a E y convergentes a ( x , y ), tenemos 
o o 

"™/( x n>yn)=f(x Q ,y 0 ). 

Si ia función es continua en cada punto del conjunto E, con respecto a 
este conjunto, se dice brevemente, que eacontinua en E. 

Asi que, si por ejemplo, la función es continua en un dominio cerrado 
2, entonces en los puntos interiores de éi es continua en sentido ordinario 
y en los puntos fronteros es continua con respecto al conjunto 2 

Es posible formular teoremas y definiciones semejantes a los expues- 
tos paralas funciones de una variable, por ejemplo teoremas relativos a - 
la continuidad de la suma, el producto y ei cociente de dos funciones conti 
nuas. 

a) Sean, una función f(x, y) defiriida en un dominio (ì y un punto(x Q , y ) 
perteneciente a y . Entonces, la condición necesaria y suficien 
te para la continuidad de la función en un punto ( x 0 *y Q )» 
con respecto a 2 , consiste en que los vaiores ae la fun_ 
ción en puntos suficientemente próximos al punto (x q , y Q ) 

( pertenecientes a 2 ) difieran tan poco como se quiera del 
valor de la función e n e l punto ( .x q , y Q ). En otras palabras, - 
quc a todo número e>-0 pueda seleccionarse una vecin-- 
dad tal del punto (x q , y Q j para la que los vaiores de la - 
función en los puntos de ésta ( pertenecientes a 2) difi^ran 
d e f(x Q , y Q ) en menos que e . , 

b) Una función, definida en un conjunto Z arbitrario, es uniforme-- 

mente continua enéisi los valores de la función en los puntos sufi-- 
cientemente próximos de este conjunto difieran entre sf tan poco cuanto — 
se quiera, es decir, si para todo número e>0 se encuentra cierto número - 
>]>0, tal que los vaiores de la función en dos puntos cualesquiera del con- 
Junto 'Z, cuya distancia entre sf sea menor que jj , difieran entre sf en me 
nos que e . 

c) Si la función es definida y continua en un dominio 
2, restringido y cerrado, entonces: 

1) es acotada y u n i f o r m e m e n t e continua en este domi 
n i o : 
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2) adquiere, por lo menos en un punto del dominio- 
û, un valor máximo y en otr»o punto, por lo menos, un- 

valor mínimo. 

3) si se acepta que el conjunto de los puntos inte-- 
riores del dominioQ es un conjunto conexo, entonces - 
la funciÓJi adquiere todos los valores comprendidos en_ 
tre el rnáximo y el mfnimo. 

d) si una función, continua en un dominio cerrado Q , es positiva en -- 
algún punto de este dominio, existirá cierta vecindad de este punto y una - 
constante o>0 » tal que en cada punto de esta vecindad ( perteneciente a - 
Q ) tiene lugar la desigualdad 

/(>»)>»• 


DERIVADAS PARCIALES. 


10. Definición de las derivadas parciales, Sea una fun- 
ción z - f(x, y) continua en la vecindad de cierto punto (x, y). Represente- 
mos con Ajc el incremente de la variable x. 

Hagamos 


tLz=f{x-\-\x, y)—f{x, y). 

cuando 

cibe el nombre de primera derivada parcial 
Esta derivada parcial se representa con el símbolo: 

dt , 

òï 

Asf que, 

f'(x,y)=%= ||„ /<* + a«,y)-/(«,y) 

Análogamente se define la derivada parcial con respecto á y : 

E jem pl o s . 

I. z = 5x*-f 8xy-f/ ; 


Ax, tiende a cero re- 
con respecto á x. - 


= d S= iim f(x,y + *y)-f(x,y) 


g=\0x + 8y\ g=16*y-f3y\ 


2. z _ xy dz — V 

x-\-y' dx (x +yÝ ' dy 


x' 

(x+yf 


Vx 

èz 


-Vy' 


2VT(V^~ Vŷ)'' °y 2Vŷ(Vi- Vŷ)* * 
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4 - 

dz _ 2 y 

dx x 1 — ỳ" 

5. z =y sin x cos (x —_y), 

%—y cos x — sin (x — y ), 

6. z = arcte— —_ .V àz 

V ’ ax x*+y 


dz_ 2 jc 

g = sinx + sin(jr—>r). 

— . x 


7. z=xye x+ v, 

%=‘’*«’y<ì+x), 0=^,1+2,). 


11. Derivadas parciales de segundo orden. Si se admite- 
que las funciones f' x y f' y existen en la vecindad de un punto (x, y), puede 

suceder que cada una de éstas tengan derivadas parciales con respecto á x 
y con respecto á y. Estas derivadas parciales se representan con los sfm- 
bolos: 


_ àFz d fy _ _ Fz 

àx '*' — dï"-dï-' r y*—dŷdï> 

%=r = *î_ d A- f . 

ày '*y dxdy' dy—'yt—dŷ*' 


Ejemplos. 

1. z = x* -f- 4x*y' -|- 7xy -J- 1, 


Tenemos: 


% = **' + **++ 7y, 0=lîxV+7*, 
por- consiguiente, 

g=12x- + 8/, j£-&~M**+7 t ~ — 24x*y. 

2. z = sen x cos y. 


Pz 

5? 


dz 

fc = cosxc(*y, ^ 
d*z d*z 

=— sin x cos v, r-—- = —4-=- 
dxdy dy dx 


-= —sinxsin>», 


En ambos ejemplos obtenemos 

d*z _ d*z 
dx dy dy dx ' 

Como veremos ahora, esta propiedad pertenece a toda función f(x, y) - 
que satisfôga ciertas condiciones generales. 
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12. Teorema sobre el cambio del orden de la diferen 
ciación. Si en la vecindad de un punto ( x, y ) existen las 
derivadas Ç' y y son continuas, serán iguales en- 

tre sf, en este punto. 

Demostración. Consideremos ia expresión 


« =f(x + A x,y-\- A y) —f(x, y -f- A>) — f(x -f Ax, y) +/(*, y), 
donde Ax, A y tienen algún valor constante. La expresión 

f(x,y + by) — f(x, y) 

puede considerarse como una funcióh de las variables x é y. Se a 
<p (*, y) =f(x, y+±y) —f(x, y). 


Entonces 


f (x + ^x, y) =f(x + Ajc, y + A>) — f(x -j- \x, y). 

Asf pues. 


u = y(x+\x, y) — ' f (x,y). 

Considerando constante á y, obtenemos de acuerdo con el teorema sobre el 
valor medio 

u = \x ■ y' x (x 0A x, y), 


siendo 

V* (x, y) =/; (*, y + Ay) —f' x (x, y). 

Substituyendo en lugar de x la expresión x-f-0Ax, obtenemos: 

u = \x [/; (X + 0Ajc, y + A y) —f' x (x + 0Ajf, y)\. 

Aplicando, nuevamente, a la expresión dentro del paréntesis ei teore- 
ma sobreel valor medio, obtenemos: 

0 = \x\yf xy (x + OAx, y -f- 0'A>-). 

Si inicialmente hubiésemos hecho ^ 1 ^ 

t (x, y) =f(x + \x, y) —f(x, y), 

entonces, procediendo de manera análoga, habrfamos ootenido 
0 = (x, > -f- A>) — (x, y), 

y oespués 


u = \x\yf; x f*r+ OjAx, y -f- 0'A>). ^ ^ 

Comparando entre sf las igualdades ( 1 ) y ( 2 ) obtenernos, despues cie di- 
vidir entre el factor cumún AxA y, la igualdad 

r x , (x + 6Ax, y + O'Ay) =/;, (x + 0, A x,y+ 0|A y), 

% D\ 0 ,, O; son nhmeros positivos, menores que la unidad. Si 


donde 
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ahora hacemos que Ar y Ay tiendan a cero, en virtud de la continuidad de 
las derivadas f p obtenemos: 

' xy' J yx 


/;,(*, y)=/; x (x,y). 


PROBLEMAS 

Comprobar, por cálculo, la validez de la igualdad 

d*2 _ d*z 
òxdy dy dx 

para las funciones: 


1. z = ax? -\-2b xy cy*. 


2.z = *=2. 

*+y 


S. z = e*y+y*. 


4. Para las funciones dadas en los problemas del Páp. 10 . 

13. Depjvadas parciales de orden superior. A1 igual- 

que las depivadas de çegundo opden se definen las denivadas de orden su- 
periop. La derivada parcial de orden n es, por consiguiente, el resultado- 
de diferenciaciones sucesivas con respecto a las variables x é y. La deri- 
vada parcial de enésimo orden que obtenemos tomando p veces la deriva- 
da parcial con respecto á x y la función asf obtenida, derivada de q veces 
con respecto á y, se pepresentará por el sfmbolo 

dxTdf * p <y q ( x * y ) (P-\~Ç = n). 


Ejemplo. Sea 


Calculemos 


z=x* — 4x*y a 4-y*. 


. Qbtenemos: 

% = 4 X '-8 X y', 
d'2 

dxdŷ = ^6xy, 
à*z 

dTd? = - ì6x - 


E1 resultado final no depende del orden en que se tomen las derivadas 
Parciales, si todas las derivadas parciales, hasta la de enésimo orden. - 
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inclusive, eon continuas. Efectivamente, de acuerdo con el último teore- 
ma demostraao podemos alterar el orden de dos diferenciaciones sucesi 
vas. Puesto que variando varias veces el orden de dos diferenciaciones- 
sucesivas podemos pasar de la derivada de algun orden a la de cualquier 
otro, entonces el resultado final será exactamente definido si solamente 
se da el númefo de diferenciaciones con respecto á x y á. y. Por tanto el 
símbolo dxPdŷ ï ( P Q * n ) ©s completamente suficiente para repre- 

sentar todas las derivadas parciales de enésimo orden, bajo la condición 
de que sean continuas en ia vecindad del punto ( x, y ). 

Ejemplo, Sea 

Tenemos: 


__1_ d*z _ I5xy 

dxdy J ’ dx*dy* “ T» 

(i + *•+/) 2 (i + **+y ) 2 

. ** — t« 1 - 5(*+y*) 4- 51x*y* - 6(x 4 + y 4 ) 

dx'dy* — 10 -TT-• 

o +**+>*> 2 

14. Funciôn compuesta, Sea dada una función de las variables 

u, v: 

z - f (u, v), 

continua en conjunto con sus primeras derivadas parciales en el rectán- 
gulo Sea que las variabies u, v son funciones de 

las variables x, y, es decir: 

;ti=<f(x,y), v=ỳ(x,y). 

Admitamos que las funciones 9 (x,y), $(x,>) son continuas asf- 
como sus derivadas parciales de primer orden en el rectángulo 
á' << b' y que ademós,, 

*<<p(Jf.y)<P, a'<ij>(x,>>)< p'. 

Bajo estas condiciones la variable z puede considerarse como una - 
función de las variables x, y, á saber: 

z=f[y(x,y), <|>(x, y)]=F(x,y). 

Se dice que ia función z « F(x, y) es una función compuesta 
formada por las variables intermediarias u, v. Satisfechas las condicio- 
nes anteriores es fácil demostrar que la función F(x, y) es continua en - 
el rectángulo a^x^b, a’^y^b’'. 

15. Derivadas parciales de funciones compuestas. - 
Para definir la derivada parcial con respecto á x, representemos por 

el incremento de la variable x, y por dx.Aa, Av, Az:los correspondientes - 
incrementos de las variables u, v, z. Asi que 

Au = <p(x + A*, y) — tp(x, y). 
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Transformemos la expresión para Az e n la siguiente forma: 

Az = [/(u + A«, tí-J-Av)— /(«, v-\-Av)]-\-[f{a. v-\-\v)—f(tt, ©)]. 

Aplicando ahora, a cada paréntesis el teorema sobre el valor medio, y - 
considerando para ello á v-\-Av, como constante en el primer parénte— 
sis y á u en el segundo, obtenemos: 

^ z —f'u ( u -|- 8A«, v -f- Av) Aa -f -f v (u, v -}- O'Av) Av, 

de donde 

r,= />+«*«. v+wv+v\v) 

Si Ax> tiende a cero, entonces, en el lfmite tenemos: 

6 

dz _ dzdu,djdv 

dx: dudx' dvdx’ ( I > 

Análogamente 

dz _ dz du , dzdv 

dy du(ỳŷ‘dvdy’ ( 2 ) 

Por ejemplo, sea 

í = (3x , +/) K+ v = « I 

entonces 


5 í = 5 + “' ln “ S = < 4jc + 2 » -(- 

+(a**+yr* v 4ii. («*•+>■». 


Si se supone que u y v son funciones únicamente de la variable x, de 
tal suerte que 

«=¥(*). ®=<í>(Jf) 

entonces 


z=f(u, c)=/[cp (x), \ (x)] —F(x). 


Asf pues, z es una función compuesta de la variable x establecida a- 
través de las variables u y v. En cirtud de (1) y tomando en cuenta que - 
en este caso ^L—^l obtene.mos: 
dx dx ’ 

dz _ dz du | dzdv 

dx du dx> dv dx ’ ( 3 ) 

Sea. por ejemplo 


z—[tf (x)] +< * , = B r ; 


entonceS 


— = t»û p ~ , «' -f-ln u-v' =z 

= (*) [? W] #w - 'V (x) -f- [<p (x)]** 1 In f (x) • <J)' (x). 
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Si z = f(x, y), ^ = obtenemos: 

*=/[*, q>(Jc)]=/^(jc). 

Aplicando la fórmula (1) baao la condición que u 
Por ejemplo, sea 


x, v = y, tendremos: 
( 4 ) 


de donde 


z = x*-\-3 xy*-\-4y, y = 2x*-\-\\ 
%= 2x + 3 / + $xy + 4) 4x. 


I. 2 = In 


x + Vx'-y* 
x -Vx?-y* 


= ln 


u v 
u —v’ 


PROBLEMAS 


àz _ 2 dz_ 2x 

àx y x t _ y\' dy y yjp _ys ' 


> =2 *- 3 . 


dz _ 4x(x — 3) 
àx ~(x* + 2x — 3)‘' 


a '='» KSÍg='"/|. 


__ aby 

àx ~ aW — b*y* ’ 


àz _ abx 

Oy a*x* — by 


4. Demostrar que no existe una función z = f(x, y) cuyas derivadas- 
parciales se expresen por las fórmulas: 


dz 

àx 


y ’ ày~ 


Resultarfa que de tal función las dcrivadas parciales dc segundo or- 
den à*z y &z serfan cor.tinuas y, por ccnsiguiente, iâuales entre 
s f dxày dy dx 


FUNCIONES IMPLICITAS 


lò. Definiciôn de una función implfcita. Sea una función 
z — F(x, y) deiinida y continuas en cierto domimc. Puede suceaer que -- 
exista una función continua y = f(x) tai que ias parejas (x, y) correspon- 
dieìices satisfarfan a ia ecuación 


F(x,y) = 0. I j j 

En este caso se dice que ia función f(x) está daaa implicitamente por 
la ecuación ( 1 ) . 

E j e m p 1 o s . Funciones dadas implicitamente: 

1. 
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1. 


y±s \TTÏ 


es xy-\-x-\-y — ì=0. 


2 . y = 


es x * ~f~ y* — r* = 0. 


3. y=x + VÏ=2? ES 3x*-2x,+/-!=0. 

No debe pensarse que la ecuación ( i ) dacia define sicmpre una í'un- 
ción implfcita. Puede, en efecto, no existir ninâuna función contmua que 
satisfaga a ia ecuación ( 1 ), o pueden existir varias de tales funciones. 

Ejempios. 

1. No existe nin^una función que satisfaga a la ecuación 

■^+y+i =o. 

2. Las funciones y = V 1 — x*. y = — V\TZ~f? satisfacen una mis- 

ma ecuación, a saber: x'-^-y* —1 = 0. 

17. Teorema de la existencia de una función implfcita. 

S i una función z = F(x, y), contidua en conjunto co-n sus 
primenâs derivadas parciales en la vecindad de un — 
punto (a, b), satisface las condiciones: 

1) F(a, b) = 0, 

2) F y (a, b)=f=0, 

existirá una y solamente una función y = f(x), definida y 
continua en la vecindad del punto x = a, tal que 

1) f(a) = b , 

2) F[x, f(x)}= 0. 

La demostración de este teorema será omitida dada su complejidad. 
E j e m p 1 o . Sea 

F (*> y)=xy-\-x-\-y — \' 

Tenemos: 

Haciendo a = 2, b = - 1/3, obtenemos: 

f ( 2 --|) = °. />(2. —9=3^0. 

Por consiguiente de acuerdo con nuestro teorema existe una y sola- 
mente una función y = f(x), continua en la vecindad del punto x = 2, oue 
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adquiere el valor -1/3 en este punto y que satisface a la ecuación 

F(x,y) = 0. 

Lo mismo puede decirse sobre cualquier otro punto ( a, b) que satis- 
faga las condiciones ab + a + b- l= 0, a +1 i* 0. En nuestro ejemplo po 
demos encontrar la función desconocida ai resolver la ecuacìón F(x, y) - 
con respecto á y. 


18, Derivada de una función implfcita. Aceptemos que la 
funciÓn y - f(x), continua en la vecindad dei punto x « a, está dada en - 

forma implfcita por F(x, y) - 0. Admitamos también que ia función- 

z - F(x, y) es continua en conjunto con sus derivadas parciales de primer 
orden en la vecindad del punto x - a, y « f(a), f(a) » b ý que F' (a, b) 4 0. 


Representemos por À* un incremento arbitrario de la variable x. 
Hagamos. 


*y=f(a + \x)— f(a); 


tenemos, por consiguiente, 

^(a-f-ÀJf, b + \y) — F(a, À) = 0 

Procediendo como lo hicimos en la Pág.179, obtenemos: 


/"(a-f-Aj:, A-f tiy) — F(a, b) = 

=F' x (a + bbx, b + ày) áL* +F' y (a, b + Q t hy) by = 0. ( j ) 

Puesto que í 7 ' (x. y ) es una función continua y como F' (a, b) 4 0, 

entonces para un incremento by suficientemente pequeno tenemos tam- 
bién 

F' y (a, b + ^y)=£0. 

Por lo que, para Àx , Ay suficientemente pequenos, de ( 1 ) puede de- 
ducirse 



/^(«•f l&s, ftf &y) 
F' y (a, b + O^y) ' 


( 2 ) 


Cuando Sx tiende a cero, en virtud de la continuidad de la función y»f(x), 
el incremento by también tiende a ce'ro. 

Asf pues, el míembro derecho de la igualdad ( 2 ) tiene por lfmite 

f' x (a, b) 

F^y (<*, b) ’ 

Por tanto 


f(a)= lim 

AX-+0 


ÁX 


F' x («,b) 
F y (a, b)’ 


Luego hemos demostrado la siguiente proposición: 


Teorema. Si la función continua y«f(x) dada en fo_r 
ma implfcita por 1 a ecuación F(x, y) « 0 tiene deriva- 
das F' y F' continuas también entonces la función- 
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y * f(x) tiene derivada para todo valor de x, para el - 
que F’ y [x, /(x)]^=0,' y esta derivada se expresa por la 
f órmula 


F’ y (x,y) àF • ( 3 ) 

Nos ocuparemos aìiora de la determinacion de la segunda derivada 
de una función implfcita. 

Podemos considerar a la deriyada y'como una función compuesta - 
formada por la función continua F x {x,y) y pQ r la función, continua- 
también, y » f(x). F ý( X ,y) 

Si a las condiciones anteriores agregamos todavfa la condición de - 
que la función F(x, y) tenga segundas derivadas parciales continuas enton 
ces del teorema sobre la derivada de una función compuesta y de (3) se- 
desprende la existencia de y". 

Aplicando la fórmula ( 4 ) ( pág.180). obtenemos: 


Asf pues. 


De donde 


- KK, 



(KYK-iK,KK+(K)'K 

(KY 


fdryfF -dFdF <FF .{dFVPF 
• \ dy) 5 ? 2 àx ýŷ dx dy ‘ \ dx) d? 

(é) 


Fórmulas análogas se obtienen para las derivadas de orden superior, 
aunque resultan demasiado complicadas. 

Observación. Procede advertir que en las fórmulas obtenidas pa- 
ra las derivadas el símbolo y representa una función de la variable x de- 
finida por la ecuación F(x, y)=0; los miembros derechos de estas fórmu- 
las son, por consiguiente, funciones de una variable, esto es, de la varia- 
ble x y no de las dos variables x é y, como lo parece a primera vista. 


Ejemplos. 

í. F(x, y)=x*+ y * — 1 =0 . 

Tenemos: 


dx 


àF—O». *F_ 2 . PF _ 

Ty — 2y ’ d? — 2 ’ -d?~ ’ dïdï = °- 
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Por tanto 



Diferenciando la segunda derivada y considerándola como una fun-- 
ción compuesta, obtenemos: 



2. F(x, ý) =y — xe* -\-x = 0 
Tene^nos: 

F' x = — e* 4-1, ? y =\-xé>. 


por consiguiente, 

y =i 

3. sen ( x + y ) - y = 0. 

CQ8 (x -}- y) sln(x-j-y) 

cos(x-f y)- 1 ’ * [cos(•*~f-y) — 1]* * 

19. Máximos y mínimos de functones impircicas. Sea 
la función z « F(x, y) continua en conjunto con sus derivadas parciales 
hasta el segundo orden, inctusive, en el dominio 2 . Consideremos el - 
problema de la determinación de los valores extremos de una función -- 
dada implicitamente por la ecuación F{x, y) = 0. 

Citemos las condiciones necesarias más simples. Para ello encon 
tren;os puntos (x, y), que satisfagan las condiciones: 


F(x, y)=0, 
K(x, y)=0, 
K(x, y)^=0. 


Si existe un punto (x Q , y Q ) que satisfaga estas condiciones, enton- 

ces en virtud de los teoremas anteriores (Pág.lôOy siguientes) existe — 
una función y = f(x), continua en conjunto con sus derivadas de primer y 
segundo orden que satisfacen la ecuación (1 ) en la vecindad del punto - 
x = x y que adquiere, para x = x , un valor y = y . 


Observemos además que 


fi x)= - F ' Ax ^ =0. 


Como f x (x 0 , y 0 ) = 0, entonces, aplicando la fórmula para la derivada 

segunda de una función implícita ( Pág.183), obtenemos: 


Por consiguiente, si K*(x 0 , y 0 )=£0, la función y = f(x) tendrá - 
un valor extremo en el puntq x ■ x . Este será un máximo propio o un - 
mfnimo, dependiendo Qe que F*& (x 9 ytP o Fy(x 0 y 0 ) tengan un mismo signo ó 
signos diferentes. Si />(x # , ,y 0 ) = 0, entonces es necesario investigar las - 
derivadas de orden superior. 
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Ejemplo. Sea 

F(x, y)=y* — = 

Tenemos: 

K= — 3y -}- 3jf*, /> = 3y — 3x. 

Resolviendo el sistema de ecuaciones F(x, y) » 0 y F'(x, y ) * 0 obtene- 
mos dos soluciones: 

jc , = 0, >^ = 0 y x t = y^2, y g = ỳ/~ì- 


Tenemos: 


K(* t * y>)=°> Fy(*t’ y,)=3 V 2. 


De donde se ve que ia primera solución es desechable. Además, 

K>(xi, y t ) = 6x f = 6 Y 2. 

Puesto que F* x (x t , y t ) y />(x t , y t ) tiene.i el mismo signo, tendrá lu- 
gar un máximo propio. 


PROBLEMAS 

Comprobar, en los problemas 1-4, los resulta os determinando y de 
la ecuación F(x, y) = 0. 

F (a, = 2Bxy-\-Cy t + 2Dx-t~2Ey +F=0; 

I A B D\ 
tì C £ 

dy Ax + By + D d'y \D B £| 

dx~ Bx+Cy+B' dx*~ (Bx + Cy + Bf 

2. F(x, y) = x?- 3cx>»-|->»*=0; 

dy _ cy — x' d*y _ 2 c'xy 

dx cx—y*' dx*~(cx — vV' 


3. F(x, y)z=y*-xy — 0; 


dy _ y'(\n x — 1) 
dx~ x*(\ny — 1)* 


4. F(x, y) = ey + ax*e~y-2bx = 0; 


5. Demostrar que la función implfcita dada por la ecuación 

F(x, y)=y*-4a*xy + x* = 0, 
tiene un valor extremo para 

' x = ± a yz, y=± a y 27. 

Investigar si éste es un máximo o un mínimo. 

6. Investigar los valores extrernos de las funciones de los problemas 
1 y 2 . 

7. Demostrar que en todos los triángulos de altura w dada y de área 

P conocida, el de menor perfmetro es el isósceles cuya base es y su 
altura w w 



CAPÏTULO X 


FORMULA Y SERIE DE TAYLOR. MAXIMOS Y MINIMOS. 

DIFSRENCIALES DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES. 

FORMULA Y SERIE DE TAYLOR 
PARA FUNCIONES DE DOS VARIABLES. 

1. Fórmula de’ Taylor, Sea una función f(x, y) continua en con 
junto con todas sus derivadas parciales, hasta la de enésimo orden inclu 
sive, en la vecindad de un punto (x, y ). Sea el punto ( x + h. y + k) perte- 
neciente a esta vecindad. Considerando constantes á x, y,.h , h podemos- 
tratar la expresión f(x + h , y + k ) como una función de la variable t. 
Hagamos, por oonsiguiente., 

<f (t)=/{x+ht, y + kt) 

Encontremos las derivadas de la funciôn v(t), mediante el teoremá -- 
sobre la dorivada de una función compuesta ( Pág.179). Para ello hagamos: 

u—x+Ht, 

v—y-\-kt. 


Asf que 


<P (*)=/(«. v). 

Diferenciantío con respecto á t, obtcnemos: 

<f'(0 =/«(«, +/*(“, ' r 

de donde 

<P '(t)—fu(u, v\h+f' v (u, v)k. 

Volviendo a la notación anterior, obtenemos 

<P <'{t)—hf x (x+ht, y-\-kt)-\-kf' y (x-\-ht, y+kt). 
Análogamente encontramos: 


f '(0=/%(x-l -ht, y +#) + 

+Vhkr„(*+ht, y -\-kf)+k'f y *(x+U,y -1 kf) 


Esta derivada puede escribirse simbólicamente en la forma 
V'W ={kf s (x + kt,y+kt) + kr,(x + kt, y-p kt)f\ 
Calculando la derivada siguiente, obtenemos: 

T •"(f)=h'/Z(?+kt, y + kt) + Zh'k&,(x+ht, y + kf) + 

+ Sk*/^(x+ht,y + kt) + k'fï(x+kt, y + kS), 
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simbólicamente: 

ht, y+kt)+tf’ y (x+ht, y+kf)y >. 

Por inducción encontramos: 

'í'" , (o=[v; (*+«, i>+kf)+kr y (x+u,_y+kt)r'. 

Observemos ahora que aplicando a la función <f(t) la fórmula de Ma- 
claurin y haciendo t - 1, obtenemos: 

* (1 )= V (0) + ỳ t’ (0 )+Y (0)+ .... + (°) +*.. 

E1 término del residuo puede escribirse, por ejemplo, en la forma de -- 
Lagrange: 

(«<•<'). 

Pero 


f 0 )=f(x + h, y + k), 
f (0)=/(*, y), 
f' (0) = hf' x (x, y) + k/' f (x, y), 
tf(0)=ttf*(x, y) + 2hkf xy (x, y) + kVs(x, y) = 
= [hf' x (x, y) + kf' y (x, y)J\ 


en general, 

T «(0)=[v;(x, y)+AT,(x, y»r• 


Por consiguientB, 

/(*+*, y + k)=f(x, » + i[w r ;(*. y) + W,+ y)] + 

+á-[v;<*. y)+v,(*. »r+--- 

...+ îî Jnji[V’;(*. »+*/;(*. 


para el térmijao de) residuo tenemos la fónmula 

K=^lhr x (x+to, y+U) + kf y (x+to, y+*k)Y" 

(0<0<l). 

Asf pues, hemos obtenido la fórmula de Taylor para una función de dos- 
variables. Si tomamos, en particular, x » 0, y - 0, entonces substituyen- 
do en la fdrmula de Taylor x » 0, y » 0 y‘despues escribimos x é y en 
lugar de h y k, obtenemos la fórmula de Maclaurin para una función de - 
dos variables en la forma 
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f (x , y) =f (0, 0) -j- 1 [x/' x (0, 0) -f yf y (0, 0)J 4- 
+ ^[<(0, 0) +yf f (0, 0)f>-f... 

0)+j/;(0, 0)]<»-»f/? ft , 


donde 

— Á (®*. 8y) +>/; (Ojc, ô>)]<">. 

Observación. De la fórmula de Tayior, para n » 1, obtenemos el 
teorema sobpe el valop medio para una función de dos 
variables: 


f(x + h,y + k)~-f(x, y) = 

= hf x (x + bh, y + 8*) + kf\ (x -f 0/i, y + f)k) (0<6< 1). 


2. Sepies de Taylor y de Maclaurin. Admitamos que la - 
función f(x,y) es continua en conjunto con sus derivadas parciales de to — 
dos los órdenes de la vecindad de cierto punto (x, y). Representemos por 
( x + h, y + k ) un punto arbitrario de esta vecindad, y por n un número - 
natural arbitrario. Por lo anterior, tenemos ( ver Par. 1 ): 


f(x+h, y+k) =f(x, V) + -fj W x (x, y) + kf y ( x , y)]+ 

+Ì W x (x> y) + kf y ( X , y)]<*> -f... 
-" + Çr=TŷW' x (x, y) + kf y (x, »r->-f R n . 


Si 


lim R, = 0, 


obtendremos el desarrollo de nuestra f unción en una serie convergente - 


/(•» + *. y + lt)=/{x, y) + ±[h/' x (x, y) + k/+x, y)] + ... 

—+5TiV’.t*. y)+*/',+ , 


que denominaremos Serie de Tayior. 

Si, en particular, se hace x = 0, y = 0 y en iugar de h y k se escri- 
ben x é y, obtendremos la serie de Maclaurin: 


f(x, y) /(0, 0)fi[x/; ( 0, 0) + yf;(0, 0)]-f... 

••■+^[xf x (0, 0) + y / y (0, 0)]«*> -f... 
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Ejcm plos . 

i.^ =1+ ^+^ + ... + !î±tf + ... 


2. sinxsiny = 

= 2 xy—Jr ( 4 x ’y + 4 x y') +êr (6xSy + 20x ' yt + 6xy%) +• • 


3 - arct s j+ï =aTCts 


i+v.y+f* 


*+ỳ 


■ *1 + 


i 1 r -2xy Lt , 2(x* — y*) uu , 2xy ut \ , 

+2^[^T?? /, ++^^^(^+7?* I+* 


MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNOONES DE DOS VARIABLES. 


3. Definiciôn de valor extremo. Se dice que la función —- 
z = f(x, y) adquiere un valor máximo en algún punto, si en cada uno 
de los puntos de su vecindad el valor de la función no es mayor que su va 
lor en el punto dado. Substituyendof en esta definición la expresión "no es 
mayor" por el término"menop" obtenemos la definición de un máximo 
p po pio . 

De las definiciones antepiopes con las modificaciones adecuadas, ob- 
tenemos la definición de un mínimo. 

Asf pues, si en un punto (xry")tiene iugap un máximo- 
existrpá ciepta vecindad del punto (xf y") tal que para 
todo punto (x"+ h, y"+ k) perteneciente a ella se satis- 
fará la cìesigualdad. 

f( x +A / + *)</(*', y'); 

en el caso de un máximo ppopio tenemos, evidentemen_ 

/(*' + A, y'-\-k)<f(x\ y'), 

si h ý k no son nulos simuitáneamente. 

Papa los mfnirnos tienen lugar las aesiguaidades invepsas. 

Asf que en arribos casos puede afirmapse que en los puntos de los va- 
lores extpemos la expresión f(x"+ h, y"+ k) - f(x", y'), papa valopes sufi — 
cientemente pequenos de h y k, tiene un signo constante. Si tiene lugar un 
máximo ppopio la çxppesión antenior, para h y k suficientemente peque — 
nos es difepente de cepo, excepto papa h * k » 0. 

4, Condiciones necesarias para ìa existencia de un vaior 
e x t p e m o , Admitamos que ia función f(x, y) tiene depivadas papciales de 
primer opden continuas en la vecindad del punto (x", y") y que en dicho -- 
punto adquiere un valor extremo. 

De la definición de valor extremo se desprende que la función f(x, y") 
considerada como una función de una variable x, para x =» x", también tie- 
ne un vaior extremo, Por tanto 

f'Jx’, y’) = 0. 
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Análogamente obtenemos: 

y')=o. 

Luego hemos demostrado el siguiente 

Teorema . Si la función z * f(x, y), continua en -- 
conjunto con sus derivadas parciaies de primer orden 
en la vecindad de un punto (x', y') tiene un valor ex-- 
tremo en dicho punto, entonces ambas primeras deri- 
vadas parciales son nulas en este punto. 

B. Condiolfln nufloiont* para 1* •xtstenoia úm un volor 
extremo. Si una funcidn f(x, y). continua en conjunto con sus Herivadas 
parciales de primero y segundo orden en la vecindad de un punto (x', y") 
satisface las condiciones 

f x (x\ y')=o, /;(*',/)=o. 


entonces, haciendo 

A =/\, (x\ y')f" y , (x', y’) — [í xy (x\ /ff, 


- podremos afirmar que: 

a) para A,>°en el punto (x', y') la función tiene un valor extremo que 

será 

un máximo propio^ si f x% ( X \ y') < o, 
un m fn im o propio, s i /*(*',/)> 

b) para A<0 U o se tendrá un valor extremo en el pun-~ 
to ( x', y '); 

c) para i==0 puede tenerse o no un valor extremo, 

Observación. En el caso a) las derivadas f x ,(x\ ý) y f*(x\ y') 
son diferontes de cero y tiene el mismo signo, ya que de io contrario no - 
serfa posible . 

Demostración. 

a) Admitamos que A>o. . Aplicando la fórmula de Taylor bajo las - 
condiciones 

f' x (x\ y') =/; (x\ y’) = 0, 


obtenemos: 


f(x’ + h, y’ + k)-f(x\ y’)=±.[h*r+2hks + k'(], ( 1 ) 

donde 


r=f*(x’ + Qh, ý+bk), 

$ ~fxy(x’ + bh, ý+òk), 
*=fy(x'+bh, ý + te). 


La anterior fórmula puede escribirse en la forma siguiente: 


f(x' + h, ý + k)—f(x\ ý)=~^ [(hr -f- ks)* + (rt — t*) **]. ( 2 ) 
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Aceptemos ahora que f"x*(x\ y')> 0. . De la continuidad de las de- - 

rivadas parciales de segundo orden se deduce 

limr=r„{x\ /)> 0 , 

y también 

lim (rt — í*) = a>0. 

A-»0 

*-*0 

Por lo que, para h y k suficientemente pequenas 
r>0, rt— f«>o. 

Por consiguiente, en virtud de ( 2 ) 

/(*' + /», /+*) —/(✓, /)>0. 

La igualdad es posible soiamente cuando h ■ k = 0. De consiguiente - 
en el punto (x", y') tiene lugar un mfnimo propio. 

- En la demostración supusimos que f K ,(x\ /)>0; Admitamos que — 
f n #( x \ y ')<0 y procediendo de manepa semejante se puede demostrar que 
en el punto ( x', yl tiene lugap un máximo propio. 
b) Suoongamos que á<0, y hagamos 

r t =f^(x\y), 

S 0 =/xy(X, /), 

t 0 =fr(x\y’). 

Observemos que el polinomio 

r 0 + 2 s 0 x+i 0 x' 

no consepva un signo constante, ya que el discriminante 
r 0 t 0 -sl<Q. 

Existen, por tanto, dos valores p, y p t tales que 

r .+ 2 *.p,+w:>o, 

r .+w,+/ji:<o. 

Es evidente que a causa de la continuidad de las depivadas parciales 
de segundo opden 

Hm (r + 2 sf, + /ft) = r. + 2sJI, + > 0. 


Por consiguiente, existe una vecindad (i) del punto ( x', y') tal que si- 

( x'+ h, y"+ k), peptenece a (i) , tendremos 

h-2*p,4-<p:> 0- 


( 3 ) 
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Tomemos ahora una vecindad (h’) arbitrariamente pequefia del punto- 

( x"; y') podremos siempre elegir un número P» tan pequeno que el punto 
(jc'4-p, y-f-pp t ) pertenezca tanto a comoa a. Haciendo 


h = p, k= P p t , 

tendremos, en virtud de ( 1 ) y ( 3 ): 

f(x' + h, y' + k )—f(x\ y')=-^- p* [r -f2sp, + /ft]>0. 

Asf pues, en toda vecmdad de un punto ( x", y") existe un punto (x"+ h, 
y"+ k) tal que 

f(x’ + h, y' + k)~f(x\ y') > 0. 

Procediendo de manera análoga con el valor p it demostramos que en 
toda vecindad de un punto ( x" , y") existe también otro punto ( x"+ h, y"+ k), 
para el cual , , 

f(x +h, y' + k)—f(x\ y')<0. 


A^f que én el punto ( x", y") no se tiene un valor extremo. 
c) A = 0.iBn este caso se observa que para la funciónes 


z=x*-i-y* t 

z=x'±y 


tenemos A = 0. en el punto ( 0, 0 ). La primera de estas funciones tiene 
un mfnimo en este punto y la segunda no io tiene. 

Ejemplos. 

1 . z=x* + xy+y* — mx ~ny. 

Tenemos : 


d * = 2 x +y-m,%-=x + 2y-a. 


dx*- 


¥ 


= 2 , 


A = 2.2- 


d*z 
dxdy 
* = 3. 


Para encontrar los punios en los que 
valor extremo, resolvemos el sistema de 

dz —n dz 
àx °» dy~ °* 

esto es, 

2x+y — m = 0, 
x + 2y — n = 0. 

La solución única de este sistema será 


es posible el 
ecuaciònes. 


_ y ( 2m — n ), y=±(2 n — m). 


Por cuanto 


Á = 3>o, 

en el punto ( x" , y") existe un valor extremo. Como 

d'z 
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en el punto 

jc' = ỳ(2/« — n), y’=^(2n—m) 

nuestra función tiene un máximo. 

2 . 


2. z=Ax'y -f- Bxy* — Cxy 


(.A, B, Cy=0); 


g5T = 2A *y + By* —cy, Ax ' + 2Bx y— Cx > 


d*Z 


d ' z =2Ax-\- 2By — C, ^= 2 Bx, 


dxdy rx , ýyi 

Â = 4ABxy — (2Ax -[- 2 By — C)*. 


Resolviendo las ecuaciones 


es decir 


-#- = 0 ~ — o 

àx > ŷ v — u » 


(2Ax-\-By — C)y = 0, 
(Ax + 2By^-C)x = 0. 


De las que obtenemos las cuatro soluciones: 


x=0, y = 0; 

x = 0.y=í-. 


x=^,y = 0; 

c c 

X — 3/t > y 3« * 


Los valores correspondientes de » A serán: 

—C\ — C', — c\ -^c*. 

Las tres primeras soiuciones no dan un valor extremo ya que A<0. 
Para 

x= ìk > y= ~5tì 

tenemos un valor extremo. Substituyendo estos valores en obtene- 

dx? 

— Tenernos, por consiguiente, un máximo o un mínimo dependie 


mos 


3 B 


do de que 


AC 

~tì<° o 


->0 


PROBLEMAS 

I. z~~ xy- x~y) 

( máx: x * 21 y * 20 ). 


2, z = *Y(6 - x-y) 


( máx: x * 3, y * 2 ). 
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3. z — a*jc’ -f- 2b xy -f- c*y* — ex — gy 


en ia suposición que a*c*>6* 


^min: x = 


c x e — bg 
2 (a*c* — ô*) * 


y= 


a'g — be \ 
"2 (a*c* -í»*) y ‘ 


4. z = **+/-{-3*j» 


(máx: x = -1, y = -1). 


5. z = e- x '-y x {x* + 2f) 

( mfn: x = 0, y = 0; máx: x= 0, y = - 1 ). 


6. z = ^ + xy' + Zaxy (a > 0) 

]!= + ■. VS, y=+). 


7. Encontrar el triánguìo de mayor área p con un perfmetro dado 2s. 

( Emplear ia fórmula P=Y 5 {s — jc) (* — y)(x+y — í); donde 

x é y representan dos de los lados del triángulo ). 


DIFERENCIAL DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES 


6 Definicifln de difarencfl. Sea una función z ■ f(x, y) con- 

tinua en conjtinto con sus derivadas parciales de primer orden en la vecin_ 
dad de un punto ( x, y ) . Designemos con à.y los incrementos arbi- 

trarios de ias variables x, y. La expresitfn: 

f' x (x, y) bx -\-f' y (x , y) \y 

recibe el nombre de diferencial total de la función z =f(x, y ) 
con respecto a las variables x, y. La diferencial total se representará por 
el sfmbolo d x ys. Escribiendo en lugar de Ax, A y los sfmbolos d xy x, d xy y, , 

obtenemos: 


d xy z=f' x (x, y)d xy x+f'y(x, y) d xy y. ( ^ 

7. Diferencial de una función compuesta. Admitamos aho 
ra que las variables x, y, son funciones continpas de otras variables u, v: 
x=<f(u, v), y = ty(u, v). 

Supongamos además que las funciones <p y <{> tienen derivadas parcia- 
les continuas de primer orden. Podemos, por tanto, considerar a la varia 
ble z como una función compuesta de ias variables u, v, a saber, 
z=f[y(u,v), <J>(«, v)] = F(u, v). 
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De donde 

d av z = F’ u (u, v)d av u-\-F' v (u, v)d uv v. 

De acuerdo con el 'teorema sobre las derivadas de funciones compues 
tas, tenemos: 

F u[ a,v)=f.(x, y)%+f,ix.y) d ^. 

n«-. y.%+f,{x.»%. 

Substituyendo estas expresiones en ia fórmula ( 2 ), obtenerr os: 
d a J = [f'x (x, y) ^ +/; (x, y) -§£•] d nv u + 

•+[■£(*. y)%+fy(x, y)%]d av v, 

por consisuiente, 

d ui?=f'x(x, y) [+ d uv u -\-^d uv v] + 

+f'y (*, y) [^ d nv U + % d nv V ] 

Como las expresiones dentro de los paréntesis son las diferenciales 
d uV x, d uvy, tendremos 

d uS =f'x (X, y) d nvX +/; (x, y) d av )y. ( 3 } 

8.Aplicaci6n a funciones de una variable. Convengamos 
en que las variables x, y, son funcioncs continuas de una variable t y que - 
tienen derivadas continuas de primer orden. De suerte que, 

* = 9 ( 0 , >=*$(*)• 

Por consiguiente la variable z puede considerarse como una función com- 
pucsta de la variable t: 

«=/[«P(0, 

De donde 

d t z=F(Ì)d t t. 

Según el teorema sobre las derivadas de una función compuesta, te- 
nemos: 

F'(t)=f’ x (x, y)x' t +/;(x, y)y’ t , 

por tanto 

d t z=f' x (x, y) x' t d t i +/; (x, y)y\d t t. 

Como 

x\d t t = d t x, y'^tt^d#, 
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entonces 


d t z=f' x (x, y) dfX -\-f' y (x, y)d^y. 


9, Caso en que una de las variables es funciôn de la 
otra. Supongamos, por último, que la variable y es función de la varia- 
ble x, y que posee primera derivada continua: Asf què 

y = <9(x)- 

La variable z puede considerarse comouna función compuesta de la 
variable x: 

*=/[*, <f(x)]=F(x), 


por consiguiente, 

d x z =F' x (x)d x x. 

Según el teorema sobre las derivadas de una función compuesta, tene 
mos: 

F' x (x) =/; (x, y) -f -f'y (x,y)y' x , 

por tanto 

d *z =fx (x,y) d^x -f -f y (x,y)yW x x. 

Como 

d x y=y' x d x x, 

entonces 


dj =/; (x, y) d^x -f -f'y (x, y) d x y. 

Comparando las fórmulas ( 1 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) ; vemos que todas 
ellas pueaen presentarse simbólicamente en la forma única: 

dz =/; (x, y)dx-\-f' y (x, y)dy 

6 


, dz . , dz . 

dz = -r-dx-\-^-dy. , . 

dx ' dy * ( 6 ) 

Los sfmbolos dx, dy, dz no sori los mejores, pero de ( 6 ) obtenemos 
las -fórmulas ( 1 ), ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) substituyendo , siempre, en lugar de 
d los sfmbolos d xy , d BV , d t , d x . 

10, Diferenciales parciales, Si la variable y asume algún va 
lor constante, entonces la expresión 

f x (x,y) dx 

será la diferencial de la función f(x, y) considerada corno una función de - 
la variable x. La expresión/^jc^rfjcse llama diferencial parcial -- 
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con respecto a la variable x. Análogamente, la expresión f' y (x,y)dy 
se llama diferencial parcial con respecto a la variaoley. 
Por consiguiente, puede decirse que: 1 a diferericial totai es la - 
suma de las d i f e r e n c ia l e s parciales. 

11. Diferencial e incremento de una función. Ocupémo- 
nos ahora de la relación entre la diferencial total dz y el incremento total 
A 2 =/(jc-|-Ax, jv-f-A.y) — /(x, y) 


de la variable z. 

Según el teorema sobre el valor medio ( Pág.188), tenemos: 

A z =f' x ( x -j- ()Ax, y ÔAy) A* -f ~f y (x -{- OAx, y 6Av) A y. 


de donde 


A z — dz = [f' x (x -f- OA*, y -f- 6Ay) — f x (x, y)\ Ax -f- 
+ y + 6Av)— f' v (x, y)\ky 


Las expresiones dentro de los paréntesis tienden a cero ya que las - 
derivadas primeras se han considerado continuas. Como 
I&*1 , \*y\ 


Y Ajc’ Ay* ^ ’ Y A** 4" Aj >* 

Av no sean nulas simultáneamente, entonces 


= < 1 , 
iv* 


siempre que Ajc 


Ajc* + A/ 

Ay 0 

En cálculos prácticos, cuando se trata solamente de valores aproxima 
dos puede, para >kx y A y suficientemente pequenos, tomarse 

A z = dz. 


PROBLEMAS 

1. Suponiendo que las variables u y v son funciones continuas de las - 
variables x, y, y que poseen primeras derivadas continuas, demostrar que 

1) d (u -f v) = da -f dv, 


2) d (uv) = n dv -j- v du; 

Demostremos, por ejemplo, la fórmula ( 2 ) : 

-(■£+•£)*+(■*+•*)'* 



198 


CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


como 


por consiguiente. 


*+t ■'■>')+•’ (M ix+ f/ y ) ■ 


d(uv) = udv-\-vdu. 

2. Calcular las diferenciaies oe las siguientes funciones: 


* = 27x* - 54x«y + 36x/ - 8/, 
dz = 3 (3jc — 2y)* (3</x — 2dy); 


1 

i! = lntg-f , 
z — arccos ■■ * 

/r+* , +/+*y 


rf ._ 4(xrfx+yrfy) . 

(**+/)* ’ 

dz _ —YJdx + Vxdy . 
2Vxy(Vx-yy)*' 

Al _ ï(ydx-xdy) 
y* sin— * 


" 1 +*' 




12. Diferenciales de orden superior. S» aceptamos que - 
dx y dy son cantidades consiantes, entonces dz será una función de las -- 
variables x, y. Podemos, por tanto, hablar sobre la diferencial de una di- 
ferencial. 

La segunda oiferencial o diferencial de seguncio - 
orden será la diferencial de la diferencial; análogamente se definen 
las diferenciales de orden superior. Simbóiicamente se representan en la 
siguiente forrna: 


ddz = d*z 
dd*z = d*z, 


dd n ~'z = d n z. 


Ejemplos. Deterrrcinar las diferenciales ( con respecto á x, y)- 

de orden superior de la íunción z = f(x, y), continua en conjunto con sus - 
derivadas parciales, hasta la de orden n, inclusive. 

En este caso consideramos á dx y dy como r.úmeros constantes, por 
consigu iente, 

d*x = d*x = ... = d n x = 0, 
d'y = d*y = ... = d n y = 0 
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asf que. 


dz =zf' x dx -{- f’ v dy, 

— V” x *dx -f -ff y dy\ dx -(- \f” v dx -\-f vX dy~\ dy, 


por tanto 


d'z =f” t dx* + 2 f xy dx dy +f” x dy\ 


Análogamente 

d ' z =f' X 3 dx‘ -|- 3 f'f Xy dx x dy -f 3 f'” t dx dy' + f'^dy', 

d"z =f$dx n -}- Çiy^dx^-'dy -f.,. -f fpdy". 

Simbólicamente, escribimos: 

(fz — if x dx -f f y dy) {n \ 

Observación. Si hubiésemos supuesto que x é y eran funciones - 
de las variabies u, v entonces no hubiéramos podido hacer d' uú x = 0 o 
d^y = 0., En ese caso se hubiera obtenido una fórmula considerablemen_ 
te más complicada. Por ejempio: 

d 'z = [fUdx -\-f%dy} dx -f [f‘ x ifx] -f 
+ [f*y dx -}- /;, dy]dy-\- [f y d l yl 

por consiguiente, 

d'z =f xX dx' -f 2 f^dx dy +f; t dy' +f x dfx +fýd'y. 

PROBLEMAS 


t. z= sln jccosy, 

dz = cos * cos ydx — sln x sin y dy, 

d*z — — sin * cos_y dx? — 2cos x sin ydxdy — sin x cos y dy\ 
d>z ^ — cos x cos y dx* -j- 3sln x sin y dx?dy — 

— 3cos x cos y dx dy' -f sin x sin y dy*. 


dz= dx + In x dy, 
d'z = — = t dx' ^dx dy, 

d'z = ^3 dx* — -p dyddy. 


2. z = y Inx, 
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3. Calcular las diferenciales de segundo y tercer orden de las 
funciones propuestas en el problema 2 de la Pág.199 . 



CAPITULO XI 


FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. 

1. Dom inios, Llamaremos punto del espacio de tres 
dimensiones al trfo de números (x, y, z) Punto de 1 espacio 
de cuatro dimensiones a los cuatro numeros (x, y, z, t). 
Análogamente definiremos el punto de un espacio de varias dimensiones. 

Observacion 1. E1 trio de números (x, y, z) puede considerarse como 
las coordenadas de algún punto del espacio en el cual se han tomado tres 
ejes OX, OY, 02, mutuamente perpendiculares. Esta interpretación geomé- 
trica es imposible para los cuatro números (x,y, z, t) 

Llamaremos vecindad del punto P(x 0 ,y 0 ,z 0 ) del espacio de 

tres dimensiones a la interioridad de la esfera con centro en el punto P. - 
Luego, la vecindad del punto P es el conjunto de los puntos (x,y,z), que sa_ 
tisfacen la desigualdad 

(x - x „)* + (y - y # )‘ + (z - z ,)* < r*. 

donde r es un número arbitrario fijado de antemano. Asimismo la vecin - 
dad del punto P(x 0 ,y 0 ,~z 9 , t 0 ) es el conjunto de puntos (x,y, z, t), 

que satisfacen la desigualdad 

Observación 2. Llamaremos esfera en el espacio de cuatro dimen- 
siones con centro en el punto (x,y, z, t ), al conjunto de puntos (x 0 ,y 0 , z 0 , t 0 ). 

que satisfacen la desigualdad 

(X - X,)' + (y - y.)' + (* - *.)* + (‘- <.)* < r", 

E1 conjunto de puntos que satisfacen la desigualdad (1) se designa con el nom_ 
bre de inter ioridad de esta esfera. 

E1 dominio y los puntos fronteros en un espacio de varias dimensiones - 
se define al igual que en el espacio de dos dimensiones. Procede solamente 
substituir el concepto de vecindad en el espacio de dos dimensiones por el - 
concepto de vecindad en el espacio de varias dimensiones. 

Ejemplos. 

1. Dominios de tres dimensiones son la interioridad de un cubo, de un - 
paralelepfpedo recto, de una esfera, etc. Las fronteras de estos dominios 
son, respectivamente, la superficie del cubo, del paralelepfpedo recto, de - 
la esfera. 
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2. É1 conjunto de puntos (x,y,z,t), que satisfacen las desigualdades: 

ô^ys^b', C^zs^c', d^t^d', 

es un dominio cerrado de cuatro dimensiones que llamaremos intervalo 
(tetradimensional). 


3. E1 conjunto de puntos {x, y, z), que satisfacen las desigualdades 
— 1<X<1, — V\ — x* <_y<y~l_** t 
— V 1 — X* — y* <z < y r ÎZ^x t — y*, 

es el dominio(de la interioridad de la esfera x*-{-y* -J- z 1 = i). 

2. Funciones de varias Variables . Sea E un conjunto arbiira- 
rio del espacio de tres dimensiones. Se dice que en el conjunto E está cíefi 
nida una función si a cada punto (x,y,z) del copjunto E le corresponae un nú- 
mero real t. La dependencia funcional se representará, como antes, por 

*=/(*, y,z). 

Los números x, y, z, son las variables independientes, el núme- 
ro t es la variable dependiente. De la misma manera se define una - 
función de varias variables. 


Ejemplos de funciones de varias variables. 


1. í = jc*-fy*4-^ 


y, 


z; 




3. w =-±£±£ 
t-l 

3 . L f m i t e. 


*¥* i 

Continuidad. 


y„, *„)} tiende al punto (x 0 ,y 0 , z 0 ) 


x, y, z, t; 

x ,y, z. 

Se dice que la secuencia de puntos 
si 


{(*«• 


limx n =x 0 , lim y n =y 0 , lim z n = z 0 . 

Análogamente se definpn los límites en espacios de cuatro o más aimen - 
siones. Establecido el concepto de límite de una secuencia.aefinimos el con 
cepto de lfmite y continuidad de una función de varias variables, de la misma 
manera que como lo hicimos para una función de dos variables. Los teore - 
mas establecidos en los p.p. 8, 9 del capftulo IX (con las modificaciones ade- 
cuadas) tienen lugar también para las funciones de varias variables. 


4. Derivadas Parciales. Si la función t=/(x, y, z) está definida en 
la vecindad de un punto (x, y, z), entonces el lfmite 
' Um Ùâ±/Lh z )-f(*> y> z > 

a-»o A * 

si existe, recibe el nombre de primera derivada parcial, con respeç, 
to á x ý se representa por los sfmbolos: 

1 

Similarmente se definen las derivadas parciales con respecto a otras va-d 
riables, y también las derivadas de una función de mayor número de varia 
bles. 


• Ejemplos , 
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1 . i=3x* — 2xy-\-z*, 

dt_ _ 
dx ~ 

2. u = 2x — 3y-\-zt + 2t\ 

__ d JL = t _ 

dy ’ dz ' dt 


La expresión 


d“t 


(P + Q+r = n) 


representa la función que se obtiene derivando la función t, imcialmente p - 
veces con respecto á x, después q veces con respecto á y y por último, r ve- 
ces con respecto á z. 


Como dos derivaciones (ver Pag.178) sucesivas pueden pormutarse, en - 
tonces la derivada parcial quedará definida si se da el número de derivacio- 
nes con resp^cto a cada una de las variables (con la condición de que todas - 
las derivadas parciales sean continuas). 


Ejemplos. 

'• «=/*• + <•/«*. 55^s = «V*. «** + «■* 


d’g l - 1' 

ìxdydt (1 ~H , )‘ * 


5, Fórmula y Serie de Taylor. Si la función t = f(x, y, z) tiene 
en la vecindad de un punto (x, y, z) derivadas continuas hasta la de enésimo - 
orden, entonces, procediendo como lo hicimos para una función de dos varia- 
bles (Pag.186) obtenemos la fórmula de Taylor (y la correspondiente fórmula 
de Maclaurin). En el caso en que el residuo tienda a cero, obtenemos el de - 
sarrollo de nuestra función en serie de Taylor (y la correspondiente serie de 
Maclaurin). 


Ejem plos . 


1 „x+y+z —J_I _ x+y + z I (x+y+zf , I (■»+ ■y + zY' I 

' 1! ' 21 "T ‘ rf ! *•" 

9 ini ±JL±l — *+y-* (x+y)'-* , (*+ y)'-z' , 

l+z — 1 2- 1 -3-r •• • 

■■■+(-nF fete=£ +< . 




CAPITULO xn 


LA INTEGRAL CVDEFINIDA. METODOS DE INTEGRACION 


1. Función Primiti.va. Se dice que la función F (x) es la función 
primitiva de ia función f(x) en un cierto intervalo (finito o no), si en 
oada punto de eate intervalo ae efectâa la relaciOn 


(1) 


dF(x) 

dx 


=f(x). 


Ejemplos. 

1. La función y - sen x es la función primitiva de la función y * cos x 

en ei intervalo (— oo, ya Q ue 

dsínx 

-nr= c <x x - 

2. La función y = \f\ — x* es la función primitiva de la función y * 


VT^x' 


en el intervalo ( — 1 <jc<-f 1), puesto que 




d(VT=?) 

dx 


VT=ÏÏ' 

A ia función primitiva se la llama también integral indefini- 
da, representándosela con el sfmbolo 

J f(*)dx. 


De acuerdo con (1), si C denota una constante arbitraria 

mŷ±B =f{x) . 

Asf pues, F (x) + C es también una integral indefinida oe la función 
f(x). Puede entonces escribirse: r 

\f(x)dx=F(x)+C . 

Inversamente, si las furiciones F^ (x) y F^ (x) son integralos inde- 


finidas de la función f(x), en el intervalo (a, b,), tendremos 

- I F ' —— =f{x)—/(x)=0. 


De aquf se concluye, apoyándose en el teorema sobre el valor medio 
(Pág.H^) F t (x) — F t (x) = const. 


De esta manera, si se conoce una función primitiva, se pueden ob- 
tener todas ias que se deseen, difiriendo éstas de la primera solo en 
una constante arbitraria. Cabe preguntar qué funciones poseen inte - 
grales indefinidas. Como se demostrará posteriormente, cualquier 
función continua posee integral indefinida. 


Nota. Si se dice que la función F (x) es una iniegral indefinida de la 
función f(x) sin indicar en qué intervalo , deberá sobreentenderse que 
se trata de un intervalo cuaìquiera, en el que la función f(x) esté defi- 
nida. 
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2. Fórmulas Fundam enta 1 es . En vez de escribir J i dx, puede 
escribirse [dx. Entonces: 

!. J dx=x-\-C ya que ^ ■ + C) — i. 

2 . ^x n dx=j-çjx n+1 -{-C, n=f =— 1 , 

puesto que la derivada de la función —î-r x n+1 para n ±1 =f=0 es x?. 

||=i„*+c. *>o. " +1 

jf ='n(-x)+c, x<0. 

Ambas fórmulas se comprueban por difepenciación. Puede substitufp - 
selas por una fórmula: 

3 ' *x=\ ÌJ iÌ=\*\x\+C. 

De la misma manera verificamos, por diferenciación las fórmulas: 

4 ' ^“x^^ + C, a> 0, aj.1. 

5. J e x dx = e x +C. 

6. V sin xdx= — cos x -f- Ç. 

7. J cos xdx = s\nx + C. 

8 ' j y r í%=^ =arcsin *-!- c = — arMMx-f-C'. 

9 - §Tq^ — aTct g x -\-C==~-}Ucc\g x -\-C. 

3. Algunas Ppopiedades de la Integral Indefinida. Sea 
en el intervalo (a, bl 

J f(x) dx = F (x), J <p (x) dx = $ (x). 

Puesto que 

w*£"* =m± f w, 

se obtiene 

S [/(*) ± <p (x)]dx=F(x) Hh4» (x), 

es decip, 

J U(x) ± <f (x)] dx=\f(x)dx±\y (x) dx. 

Asf pues, laintegral de una suma e s igual a la su 
ma de las integrales de todos ios sumandos (si éstas 
existen). 

Si o designa un nûmero arbitrario, 

por consiguiente 


J cf(x)dx = cF(x), 
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es decir. 


$ cf (x) dx = c $ /( x) dx. 

Asf, un factor constante puede sacarse del 
de la integral. 

Ejemplos. 

1. ^ (3x* — 2x -f- 7) dx = ^ 3x* dx — ^ 2xdx -\- ^ Idx = 

— 3 J x* dx — 2 x dx -f- 7 $ dx = 

= 3-±x*-2.l. x ' + 7. x + C=x'-x t + 'rx + C. 

= J x ~* dx — \ x ~ t <lx -hj x~*dx = -~ x-* — — r x-'-f 


signo 


- 2jc* +• 4x s _ 

‘ , r 

4x* 

-f-c. 

II 

i 

5 f xl <tx — 3 ^x^dx 


1 _ 3 _ [ x — 

T + 1 

4+ 1 


- 2 rx--•*'* *+c= , {v* ì -!§y?-4Vï + c. 

2 +l 

4 . ^yj* ! =J*.^<te=^,'s- +, (ir=s » nJ( .y ï - +c . 

5 - í#ï=\f'" r *'-~ÌJFÎ+ C 




= f(2x 3 —5x- l 4-3e* —4^-*)dj«r = 


=Jc —51n|jc|4-3e* + ^+C. 

4. Integración por Substitución. Existen algunos métodos 
para la obtención de una funciôn primitiva. Uno de ellos es el llama- 
do método de integración por substitución o cambio de 
variable. 

Supongamos que en el intervalo [a, 6] 


$ f(x)dx = F(x). 


(1) 


Admitamos que la función x=y (t) y su primera derivada son conti - 
nuas en el intervalo assfa-sp, y que a <(?(*;<£ para todos los puntos t 
del íntervalo [a, p]. Como sabemos, bajo estas suposiciones la fun - 
ción compuesta ^[^(0] est ^ definida para ay 


Puesto que 


r w --/(*), 
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~dr^=/[<p W] ?'(<), 


S/[?w]v'w«=i , [»w]. (2) 

En otras palabras, si no es posible evaluar directamente la in - 
tegral (1), se presenta sin embargo la posibilidad de calcular la (2), 
es decir, determinar la función (#)].- Conociendo esta última, es 

fácil obtener la función primitiva F(x) para aquellos valores de x que 
la funciôn x=<p(t) adquiere en e) intervalo 

Observemos además que en base a (1) y (2), 


J /(JC) dx = J/[<p (/)]<p' (/) dt para jc= <p (/). 

Obtenemos formalmente esta fórmula escribiendo 

x = <p(t), dx = <p'(t)dt. 

Ejemplos. 

1. \ (a-\-bx) H dx, n^= — 1, b=£Q. 

Escribamos a-\-bx = t; entonces x=~ a . De aquf 


2 ' SâTïi — ýl»l«+**l+c. 

La substitución es la misma que la del ejemplo anterior. 

3 ' ívr=rT'' a>0 ■ 

Escribamos x=VHt, dx=V~adt\ entonces 

Ç dx f Yàdt C dt . . . 

, J Fï^?* j 7î^3* = J vT37 =ar “ i “'+ Ci 

asf que 

f ~ /- X , = arcsin ~ 4- C. 

JVa-x M V a~ 

Nota. Intercambiando ias letras x y t en la fórmula (3), obtenemos 

5 /f(p (x)] V (x) dx = J./(/) dt para t=i(x). 

Obtenemos formalmente esta fórmula escribiendo 

V(x) = t 

y ï(x)dx = dt. 

Frecuentemente se encuentran integrales de esta forma, aunque 
no siempre es fácil la substitución. 

Ejemplo8. 
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E8cribamos 
Bn' otras palabras 

consecuentem ente 

/=ln|.*- + *+l|+C. 

5. I = $(a + tx‘)’xdx, (b^O, n+— 1 ) 

Escribamo6 


= /, (2x+\)dx = dt. 

/= j*7-= ln f|-f C, 


Entonces 

Por consiguiente 

de donde 


a+bx* = t, 2 bxdx= 
xax =%<“- 


dt. 


‘S'i'-igx+c. 

'H^P+c. 


6 - Hr 


dx 


V-fa 


Escpibamo8 f^fâ-f jc==í, 
de donde 


asf pues 


(tsti+')*'-* 


V x’ -f-g 4-s 


dx = dt , 


entoncee /=Jr =l "l'l+ c =l"l V?Tï+x\.{.C 

7. 1= J sin"* cosxdjc. 


Escpibamos 
es decip 

pop consiguiente 

8 ‘ /== í(x‘ X f X i)«’ 

Escpibamos 

Pop consiguiente 


í=sinx, dt = cosxdx, 

/= =$t*dt, 

/ t n+t , sm n+ 'x . „ 

/=(^R + c= -^ïrr + c Para « + -1, 

Un|/.f-f C = ln|sin x\ + C para n = — 1. 


**+l=/, 2xdx = dt. 

1 = _!_!_ir — 

2 J í" 2(/i-- 


Análogamente obtenemos: 


2 (« — 1) (** + l) n - 


T+C. 
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5. IntegraciÔn por Partes. Sean u y v funciones de la varia - 
ble x con derivadas en el intervalo (a, b). Tendremos entonces 

( UV )' = uv' -(- vu’, 

de donde 

uv’ = (uv)' — vu'. 

Integrando ambos miembros de la ecuación y considerando que 

$ (uv)'dx = uv, 

obtenemos 

J uv'dx = uv — ^vu dx, ^ 

si existen ambas integrales. 

Empleando diferenciales, la fórmula anterior puede escribirse 
de la siguiente manera: 

$ u dv=uv —- ^ v du. (2) 

La fórmula (2) hace posible la evaluación de la integral ^udv una 

vez que se haya evaluado ^vdu, que puede ser más sencilla que 


la primera. 

Este método se llama de integración por partes. 
Ejemplos. 

L t—^xe^dx. 

Escribamos 

u = x, da = dx, 

dv=e x dx, v=^e x dx-e* 

Por consiguiente, 

/ =xe x — ^ e x dx=xe x — e x -\-C. 

2. ^ Inxdx. 

Escribamos 

a = Injc, du=^- t 

dv = dx, v= j dx=x. 

Por consiguiente 

I=x \nx — Ç dx=xlnx — x-\-C. 

3. / = J jc" ln x dx, —1. 

Escribamos 


u=\n x. 


du = 
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Por consiguiente 

# _x" + 'lnx 1 x" +t ìaje **♦» , „ 

1 —ï+ì— iï+ìy dx= -TTï —(H+r?+ c - 

6. Integrales de Funcionee Elementales. 

Jf-h,,x| + C. 

2 T«’**“ÍH3 +c - 

3. 5 lnjf rfjc=*jc(lnjc— 1)+C ( V er Par. 5, Ej. 2) 

4. ^slnxrfxss — cosx-f-C. 

cos xdx =s sin x -f- C. 

5. g xdx=s — In|cosx|-J-C. 

Escribamos 

Entoncee cos * =/ ’ ~«° *<**=*. 

í tg * rf *=í^‘ te =í z r=-'»l < l +c —>»i"**l+c. 

6. £ ctgjcrfjc = Injsln jr | -f- C. 

Empleando la substitución sinx==/. 

7. J oosec JC djr = ln | tg 1 + C. 


sinjf = 2 sin-rcos-^ 


Por consifiuiente 


Escribamos 


j*cosecxrfj: = J- 


j'cos«A:i J r = j'^=|„|/| + c=|„||g£|+c. 
8. jsecx^=,n|ctgi.(|-x)|+C. 

Escribamos K 

x ~~ 2 — t, dx— — dt\ 

en este caeo 


j sec j : dx= - J sec (|— t')dt=-§ cosec tdt, 

Jsecj:^ = -ln|tg4|-fC=ln|ctg4| + C= 


r _ = ln ctg TÍT— x )l + c - 

9. ^ arcsin x dx = jc arc sln x -f ]/ 1 — x' + C X ' 

Intefiremos pop partes. Escribamos 

a = arcsin x, du = — dx 
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Enconces 


arcsin x dx = x arcsin x - 


\V\-» 

Para evaluar la última integral, escribamos 
por lo tanto 



llïT' 

10. Ç arccos xdx = x arccos x — ]/ 1 —** + C. 

Procedamos como en el ejemplo anterior o bien hagamos uso de la 
fórmula arcsin x + arccos x — ŷ. 


11. J arctg x dx = x arctg x — -j ln (1 +a:*) + C. 
Escribamos 

u =arctg*, du = 


dx 

ÎT3?’ 

dv = dx, v=x; 


de donde 

J arctg x dx = x arctg x — J • 

Para la evaluación de la dltima integral, escribamos 
1+jc* = t, 2xdx = dt, xdx=^dt, 
por consiguiente ^ 

j î+?=í ^j-—^\n\t\= i-íní 1 +x*). 

12. J arcctg x rfjrc= jrarcctg x + ^-ln(l + jf*)+ C. 

Procedamos como en el ejemplo anterior o usemos la fórmula 

arctgjc + arcctgxŷ. 

13. J arcsec xdx = x arcsec jc — In (|/jc’ — 1 +1 x |) + C. 

Escribamos 


= arcsec x, du=- 


)x\Vx?-l' 

J arcsec xdx=x arcsec x — 

ÍF^T ==ln l V* rzrT + x 

(ver Par. 4, Ej. 6). entonces 

x dx 


Entonces 
Puesto que 


xdx 


í 


ixi/x*- r 


_ in |}/V _ 1 + * | = in (VTTZT 

_ para*<— 1. 

ln (Vx* — 1 +jc) Parax> 1; 


en ambos casos consecuentemente puede escribirse 


1 4. j* arccosec xdx=x arccosec jc + in +k|)+c. 

Procedamos como en el ejemplo anterior o usemos la fórmula 
arcsec jc + arccosec x = . 


7. Fórmulas de Reducción. 
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I. Encontrar ia integrai c 

'n—\ sin n xdx(n entero) 

Consideremos los casos en que n=/=—\ y/i=^0. Puesto que 
entonces sinn x = sin ""* x sir >* =sin»- 1 x — sin»-* x cos* x, 


4 = 


\ sin”- f xcos * xdx. 


(1) 


Escribamos 


Entonces 


u = cosx, da = — sìnxdx, 

dv = sin''-* x cos xdx, v=j sin*-'x cos x dx = 




sin "- 1 X 

n~\ 


_cosxsin"-'* , 1 , 

— „_ i ~rjzr\ , n- 

Substituyendo este resultado en la relación (1), obtenemos 




de donde 




0 *) 


Observemos que esta ûltima fôrmula es válida para todo n^O, 
por lo que 

r rrte r v 1 f * 

( 2 ) 


$sin n xdx=- 2 s . x f~' x +±zl§ s in n -' x dx (n ^ 0). 


Es conveniente usar esta fórmula para el caso en que //>0. 
Ejemplo 1. Tenemos 

^ sin*xrfx=— C ° sX 6 Sin sin 4 xrfx, 


por lo que 


Í , 4 cosx sln* x . 3 f . , . 

gin 4 xdx = -^-\ sin* x dx, 

f* . . . cosxsinx . 1 

\ sin xdx = -^-by** 


J sin* xdx — — cos x sin* x —^ cos x sin* x —g^cosxsinx-bgT^ 


Para obtener la fdrmula de reducción para «<0, escribamos la fór- 
mula (l*) de la siguiente manera 

/ _ n ï | cosxsin^-'x 

Escribiendo n — i» „ _ i 

n — 2 = — k. 


obtenemos 
por consiguiente 


r _ cosxsin-*+'x | k — 2, 

-*— *ITÌ r^Z - ! -*+»> 

* dx 
I sin*-*x' 


í> dx _ cosx _| k — 2 f 

J sin*x (*-l)sin*- , x ~‘~*- 1 J s 

Para k * 1; tenemos: 

íi^ = ln | l ÍT|+ c (Pár. 6. Ej. 7). 

Ejemplo 2. 

f dx _ cos x , 1 f dx _ cosx ,1 I f „ * I i 

J sin*x — 2 sin*x~ 1 ~ 2 J slnx 2 sin*xT 2 ,n l* 2 | » 

II. Procediendo análogamente, obtenemos 


(3) 


+ Ver Par.4, Ej. 7. 



LA INTEGRAL INDEFINIDA METODOS DE INTJEGRACION 


213 


jcos”^=iilif£Í2í + ^j cos .-.^, » #0 . 

f dx _ _ sin x _I k — 2 Ç dx , «. 

J cos*x (A-l)cos*-‘x 'k- 1 J cos*-'x ' h 


(4) 

(5) 


III. Encontrar la integral 


" J (x’ + i)" 


(n, entero positivo). Tenemos { _ arct g je _|_£ 

Consideremos ahora que n> 1. Substituyendo en el numerador al fac - 
tor 1 por la diferencia (jc* -J- 1) —.jc*, obtenemos 
r dx C X*dx 

J (x‘4-1)»-* J(x* + l) n * 

Escribamos en la segunda integral « — x, du~dx, 

dv= * d * t v== { - xdx - = _î_*\ 

(< 2 + 1)" ’ J ( x * + l)" ( 2/1 - 21 íx* 4- l>«-‘ >' 

por lo tanto 


f* x l dx _ 

J (x* + 1)" — (2 n - 2) (x* + 1)' 

y en consecuencia 


(2n — 2) (x* + l) n ’ 

_■ f dx 

J (2rt-2)(jc« + !)'*■ 


t* = f m -i + ŷï 


2 «- 2 /n ->’ 


‘T 2" — •» 


" (2« - 2) (jc* + 1)«-* T 2« - 2 f «-i* 
Obtuvimos entonces la fórmula de reducción 

(‘ dx _ X _■ 2rt —3 P dx 

J (x J +l? “ (2rt - 2) (x* + iì n ~ 1 f 2rt - 2 J (x* + 1)«- 

Eiempl ° 3 f_*_JC_. 3 f * 

J (X*+1>* —4(x* + l)*"l 4 J (x* + 1)* * 

(* dx _ x . 1 r dx 

J <x* + l,* — 2(x* + l)“r 2 J x* + l * 

í’ dx 

Jíí+T =^ctgx, 


(«>!). 


por lo tanto 


r dx 
J (X* + lj* — 


-4(x* + l)* + 2*4x* +1 + 2-4 arctgJf + C * 


( 6 ) 


Problemas 

Enconcrar las siguientes integrales: 


'•í**** = STHT+ C 

=|ta|«+ta|+C 


♦ Párrafo 4,Bj. 8 
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4. Ç,„ +M ^=-!î±^fl+c. (»#- 1 ; 

* fŷ/-w =T afCSl '+ +c 


7 -í? 


-f6V ab 


= -sr arct ^ x + c 


•í^ 

•î^ 

r 


x + 5 


dx = ln | x* — x -(- 5 | -f- C. 


3x* - 6x -f 1 
3x* ~t— x — 1 


dx = ln|x*-3x* +x-1 l + C. 


ll*dx = 


f(x ) 


rfx = ln | / (x) | + C. 


1. sin (ax + b) dx = — 

2. J x sin (x* + l)dx = - 

h 


cos (ax + b) 
a 

cos (x* +1) 


+ C. 

+ C. 

c (njí 1 ). 


x(lnx)" (n— l)(lnx)" 

4 -1 |l « x:f3 ;f s f + 5t8 ’^ 1 ix=lt g -x+ tg.x+lie’i+c. 

j' [sln‘X — 5sln‘ jc4- 5 i n cosX <íx = sin ** sin*x-(-C. 

r dx 


7 _ if . 4llx + .) ! -x , |K 

Yx+a + Vx áû 


I sin flx cos bx dx 


1 r cos (a + í>) x , cos (a — b) x] 
~ 2 L a+b + a-b J 


+ C. 


8. \ sin flx sin bx dx 


\ cos ax cosbx dx 
dx 


1 rsln(a + í)x sln(fl —é)x"| , ^ 

— 2 L a + b a-b J 

1 fsin (a + b)x , sin(a-ft)xl , ^ 

= 2 L“fl-+—+- a -b *J + C> 


tg x — ctg x + C. 


h 

r _ 2 i- 2 - 

21. j x^l+xrfx=| (1 + x )2 —|(l + x)2 +C. 

22 . (* —i- t " d f í,t '1 " = ~îT arct S f — tg x Vf- C 

J a* cos* x + b* sin* x a& 0 \ a ® / 

23. Ç- n— = + ln | a + tg*x | +C 

J a cos* x + 6 sin* x 2& 6ii 

C nx * a *(sinx I-acosx) , „ 

24. \ e aJf cos x í/x-= —j—:—;-f- C. 

J 1 + a- 1 

f ~x , , c ax (a sin x — cos x) , _ 

2P \ e ax sin xdx= —— , . . - - + C. 

J 1 + a* n 

*S- Ê± L *Zî t e ° mx «-î»\**\+ 

+y ln | tg (y + t) |+y ln | tg t|+ c * 

27- J n+pF" dx= T (arctg *)* + C. 

“■ J ^--v^+r *»=|(«+») f -T(«+ l >' î + 

+ (x+l)-l(x + l)‘5" + l(x+l)*3-1(* + 1 )T +C 
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Solucione8. 

1) mx = t; 2 ) ax + b = t; 3), 4) a + bx = t; 5 ) a + bx?=t, 6), 7)8)x*-*-f5 = í; 9) 

** — 3**-f *— 1 =/; 10) /(*) = /; 11) ax + b=t; 12) **+ l=í; 13) ln* = r; 14) tg* =<; 15) sln x = t; 

16) muitiplicar el numerador y el denominador por Vx + a — yjç 17), 18), 

^ 9 ) subetituir el producto por la suma 

8ln ax cos bx = ^ (sln (a -f b) x -f sin (a — b) *]; 

20) tg*=f; 21)1^1+*=/; 22), 23) tgx=*; 24), 25) aplicar en ambas integra- 

le8 el método de integraciôn por partes y después resolver el sistema 
de ecueciones obtenido. 26) substituir seno 2x por 2sen x cos x; 27) arctg* 
=t, 28) * + !=<•. 



CAPITULO XIII 


IPTrEGRACION DE FUNCIONES RACI ONALES 

1. De scompo 9 ici 6 n de un Polinomio en Factores. En A1 - 
gebra + se demuestra que cualquier polinomio Q (x) puede expresarse 
como el producto 


Q(x) = A(x- «)(jc —p)...(x— y), (1) 

donde A es el coeficiente de la potencia mayor de x en el polinomio 

Q (x) y a, p,..., y 800 las ralces de la ecuación Q (x) « 0. Los facto- 

pes x — a, x — $, ... , x —yse denominan factores elementales. Si algunos 
de los factores elementales del polinomio Q (x) son iguales entre sf, - 
al agruparlos obtenemos la expresión 

Q(x) = A(x- a) r (x-$)*...(x- Y )‘, < 2 ) 

donde p, s, ... , t son númepos naturales y p + s + ... + t - n (siendo n 
el gpado del polinomio Q (x))- 

Ejemplos. 

1. E1 polinomio 3 jc*-|-3jc — 6 tiene las pafces a=l,p = —2, pop lo que 


3x* -f 3x — 6= 3 (x — 1) (x + 2). 


2. E1 polinomio x* — 1 tiene las pafces a=I, p = — 1, ^—i, d= — i 

(i = V— T), P° r lo 


x‘~l=(x-l)(jc + l)(jf —0(x-f0. 

3. E1 polinomio — 2**-f- x =x(x — 1 )*. Si el polinomio elemental x — a 

apanece en el desarpollo (2) con potencia p, a a se le llama pafz de 
multiplicidad p. 

Las pafces a, p, ... , y pueden sep complejas. Es de impoptan - 

cia papa nosotpos el siguiente teorema del Algebpa: si el polino - 
mio Q (x) con coeficientes peales tiene una pafz p- - 
múltiple compleja a+bi, tiene también la pafz p-múl - 
tiple compleja a-bi, conjugada de la anterior. 

Asf pues, si Q (x) es un polinomio con coeficientes peales, ca- 

da vez que en el desaprollo ( 2 ) aparezca el factor [x — (a 4 ~W)] r . apa - 

+ Las demostraciones de los teoremas de los parágrafos 1 y 2 se 
encuentpan en los cursos genePales de Algebpa Superior. 
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recerá también el factor[jc — (a — bi)] r . 

Multiplicando estos factores, obtenemos 

[x-(a + bi)J [x — (a~ bi)] r = [(x-a)~ bi] r [(x - a) + bi] r = 

= K x — a )' + b 'Y=( x * + px + g) r , 

donde 

p = — 2a, q^a'-ìç-b*. 

E1 polinomio x* -f- px -f -q tiene las rafces a * bi y a - bi no pudién- 
dosele representar como el producto de polinomios de primer grado - 
con coeficientes reales. Procediendo de una manera análoga con el res 
to de las rafces complejas, llegamos finalmente a la representación - 
del polinomio Q (x) en la forma 

Q (x) = (x- «)' (x — p)'... (ax' + bx + c)' (dx* + ex +/)"... (3) 

En este desarrollo todos los números a a, b, c, d, e, f, ... son 

reales, y los polinomios^ + ^+c, dx*-{-ex +/, ...no pueden presentarse 
en la forma de productos de polinomios de primer grado con coefi - 
cientes reales. 

Ejemplos. 

1 . + l l) (A ;-{-l). 

2. x*-1=(a:‘ + x+_1)(x-1). 

3. **+1 =(** + *>/2-^-l)(;c , — x]/2-\-]). 

4. jc* — 1 = (jc*1) (jc — l)(jc-h 1). 

5. Desarrollar en factores los siguientes polinomios: a) x % — 5jc + 6; b) 

Jc 8 -f- 3 jí* — Sx) c) x* — 1; d) Jf* —1; e) x' (x' — 3jf + 2)* (jc s + 1)*. 


2. Desarrollo de una Función Racional en Fracciones 
Elementales (Simples). Se Uama función racional aquella 
función definida en la forma de un cociente de dos polinomios, en 
aquellos puntos en los que el denominador no tienda a cero. Esto es, 

una función racional puede escribirse en la forma de un quebrado^iíl., 
donde P (x) y Q (x) son polinomios. 

Si el grado del numerador es igual o mayor que el del denomi- 
nador, entonces, efectuando ia división, obtenemos: 


J^L- =W (x) + 


R(*) 

Q(x) • 


donde W (x) es un cierto polinomio y R (x) es un polinomio de grado 
menor que Q (x). 


Ejemplos. 
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2 . 


x* + 2x - 1 


=x'— 1 + 


3x + 2 
x* + 2x — 1 


Sea -^L, una función racional, donde P (x) y Q (x) son polino- 

mios con coeficientes reales. Admitamos, que el polinomio Q (x) pue- 
de escribirse en la forma (3) (ver Pg.217). 

Teorema.Si el grado del numerador de la fun - 

ción pacional es menor que el de su denomina_ 

dor, puede entonces escpibipse esta función en la - 
forma 


P(x) _ A 
Q(x ) “ (X - a) r 


+ 


(x - 


F + 


+ (ï-fr l ' + "' +7=7+ 
+ •••+++••• 


' • j Gx -f -H _i Ix-\-K LxM 

(ax* -\-bx-\-c)* (ax 1 -\-bx-\-c)*~ l ' *“ ' ax x -\-bx-\-c *" 

, Nx + P , Qx-\-R , Sx+T (]) 

'(dx*-\-ex +f) n ' (dx x -\-ex-\-ff~ 1 *“ * * * > dx' + ex+f' ’ 

Bn este desarpollo, A, B, C, ... son constantes. E1 desappo- 
llo (1) se llama desaprollo de una función racional en - 
fpacciones elementales. 

La igualdad (1) se vepifica para todo x peal, excepto papa los 
valopes x=a, p, y, ... , es decip, papa las rafces reales de la ecua- 
ci6n Q (x) - 0. 

Cada factop del polinomio Q (x) aparece como denominadop en 
el desappollo (1), en todos los gpados entepos, principiando con el 
gpado que el factop tiene en el desappollo (3) (parágpafo 1) y finali - 
zando con el gpado ppimero. 

Los numeradores de las fpacciones del desarpollo (1) son cons 
tantes o bien poiinomios de ppimep grado, dependiendo de que sea el 
denominadop coppespondiente de primer o de segundo gpado. 

Para determinap los nûmepos A, B, C, ... multiplicamos ambos 
miembpos de la pelación (1) pop Q (x). Quitando asf los denominado- 
pes, disponemos en el segundo miembpo de un polinomio en poten - 
cias de x. Dado que la igualdad entpe el polinomio P (x) y el polino- 
mio del segundo miembpo es válida papa todos los valores de x + , 
los coeficientes de las mismas potencias de la vaniable x serán igua 
les entpe sf. Obtenemos de esta manepa una sepie de ecuaciones de 
ppimer gpado, de las que determinamos las incognitas A, B, C, ... 
Observaciôn. Antes de desaprollar la función racional dada en - 
fracciones elementales, es necesario vepificap que: 


+ La igualdad es válida para todo x, diferente de «, p, . . según la 

condición. Para x=«, p, j, ... es válida en viPtud de la continuidad. 
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1°. E1 grado del numerador es menor que el del denominador, 
2°. E1 numerador y el denominador sean primos entre sí. 


Ejemplos. Desarrollar las siguientes funciones racionales en fracciones 
elementales. 


3. 


2x- 1 

x* — 5x + 6 * 


Dado que 


x *_5*^_6 = (jc — S)(x — 2), haciendo 


2x — 1 A , B 

x* — 5x-f-6 x — 3 ' x-2 * 

de donde, multiplicando ambos miembros por x' — 5x-f6 obtenemos 


por lo que 


2x— \=A(x — 2)4-5(x — 3), 


2x — \=x(A + B) — 2A — 3B, 


por consifiuiente 


de donde A - 5, B 
Asf pues 


A + B = 2, 
2^4 4" 3Ô = 1, 


2x — 1 _5_ 

x* — 5x -j- 6 x — 


3 

x — 2 ‘ 


4 3x* + 3* + 12 

• (x — 1) (x + 2) x' 


Apliquemos aquf otro método que conduce más rápidamente al 
objetivo, en el caso en que el denominador tenfia solo rafces reales 
simples (no repetidas). 

Hagamos 


3x* + 3x + 12 A , B , C 
(x-I)(x + 2)x“x-1Tx + 2+ x ’ 

de donde 

3x' -+ 3x + 12 = A (x + 2) x -f- B (x — 1) x + C (x — 1 ) (x -+ 2). 
Haciendo sucesivamente x « 0, 1, -2, obtenemos: 

12 = — 2C, 18 = 3+ 18 = 6ZJ; 


asf pues. 


A = 6, 6 = 3, C= —6, 
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3x* -f - 3x -f-12 6. ■ 3 6 

(x- 1) (x + 2 )x~~ir=Ti-T+2~"~x' 


5. 


P(x) 

(x — a) (x — p) (x — f) ' 


donde P (x) es un polinomio de grado menor que 3 y a , 8, v son 
diferentos entre sf. 1 

Hagamos 


_ P(x) _ A | B , C 

(x — o) (x — p) (X — ï- a Tx_|T X — f > 

de donde 


P <*) = A (x- f) (x - 1 ) + B <* — «)< * + C (* — a) (x -f). 

Haciendo sucesivamente x= a , , obtenemos: 


A = _ : S= . P '» ■ 


(a — f)(a — f) 

6 3x 8 -f- x -f- 2 A _| B , C 

(x-f- 1) (x — 1)* x -f-1 (x _ 1 )* "T JZTï» 

por lo tanto 


~ ®)(P T)’ C (T-®)(T-P)’ 


P( T) 


de donde 


asf pues 




3jf* + * + 2 = .x 11 (4 -J- C) -f- x- (— 2.4 -f- 5) -f 4 + B — C, 


( 2 ) 


>l-fC = 3, — 24-f-fî=l, A + B — C=2; 


obtenemos finalmente 


A=l, fl = 3, C=2. 

Los coeficientes A, B, C pueden obtenerse por otro método. Ha- 
ciendo en (1) sucesivamente x = -1. +1, obtenemos: 

4 = 4 A, 6 = 2 B, 


por consiguiente 


A= i, tì = 3. 

Para determinar el coeficiente C, derivamos ambos miembros de (2): 

6x -f 1 = 2A (x — 1) -j- B -f C-2xr. 
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Haciendo ahora x - 1. obtenemos: 


7 = fi + 2C; 

por consiguiente, C » 2. 

Es conveniente emplear este método en aquel caso en que el de- 
nominador de la función racional tiene rafces peaies múltiples. 

7 x*-\-l _ A , B , Ò | D . E 

* ^(x-ijíjc + i) 1 —^ + T-r^rî + ( 7Tî7 + J+T» 

pop consiguiente 


x* + l=+x-l)(x+l) f + /3x(x — l)(x + 1)* + 

+ Cx* [x + 1)* +Ox 2 (X — 1) + Ex' (x — 1) (x + 1). 

Haciendo sucesivamente x - 0, 1, -1, obtenemos: 

1 = —+ 2 = 4C, 2 = —2D, 

de donde 

A = — X, c=i, D— — 1 . 

Asf pues, tenemos: 

v 4 +l=-(x— l)(x+l)* + flx(x-1)(x+1) t + 

+ Y x ' (jf + *>* “■** (*“ -\~ Ex * (* ~ î) (* + >)• 

Derivando ambos miembros, obtenemos: 

4x* = — (x+ 1)* — 2(x— l)(x+ l) + fi[(x— 1) (x+ I) 1 + 

+ x (x +1 )* + 2x (x — 1) (x + 1)] + x (x + 1 )* + x* (x + 1) 

— 2x (x — 1 ) — x* + f [2x (x — 1) (x + 1 ) + x* (x + 1 ) + x* (x 1 )]. 

Haciendo ahora sucesivamente x * 0, -1, hailamos: 

0=1— B, —4 = —5 —2 E, 

por consiguiente 

B= 1, 

8 x* -J- 2x — 1 A . Bx + C 

' (x-lHx 1 -!-!) - x-l~T~ x* + l ’ 

de donde 


x* + 2x — 1 = /1 (x* + 1) + (Bx + C) (x — 1). 

Haciendo x - 1, obtenemos 2 « 2A, es decip, A « 1. Efectuando ias 
operaciones e iguaiando coeficientes, haiiamos: 
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2 = — B + C, — 1 =A — C, 

por consiguiente 

B=0; C= 2. 

3x* -f-1 __ A , Bx + C , Dx + E 

y ' (x+l)(x*-f I? — x + l^~ (x* + l)*"' x* + i * 

Quitando denominadores e igualando coeficientes, obtenemos: 

/1 + D = 0, £-j-D = 0, 2^-j-fi-}-£-j-D = 3, 

£+C-f£-Vp = 0, A-\-C-\-E=\, 

por consiguiente 

A= 1, £=1, C= — 1, D= —1, E=\. 

10. Desarrollar en fracciones elementales las funciones racionales que 
aparecen como integrandos en los problemas del final de este capftulo. 

3. Integrales de Funciones Racionales. Desappollando una 
función racionai en fracciones elementales, llevamos la integral de la 
función racional a integpales del tipo 


a) J£=V=*ta|*-«| + G 

b) J(x - a)' = — (r - 1) (X - a/-» + C 
C) í (ax' + tx + cf dX 

(siemppe que el polinomio ax'-{-bx-\-c no tenga pafces reales, asf que 
b* — 4ac < 0 ). 

Papa calcular la integral del tipo c), obsepvemos que 

pop consiguiente 

ax' + bx + e^afx+^y + 0 ) 

Introduzcamos una nueva variable z, de acuerdo^ con la fórmula 
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de donde encontramos 


0 , 

X= ~2R + 


b | V4 ac-bï , 


( 3 ) 


Teniendo en cuenta (1) y (2), tenemos: 

ax' + bx + c = A -?ï^ {z' +\). 

Asf pues, empleando la substitución (3), obtenemos: 


f Ax + B _ Mz -f- N 

J («*' + bx + cY dX ~ J (z* + 1 / dZ ' 


donde M y N denotan constantes cualesquiera. 
Además, 


P+ W Í(?$T ?■ 


Aplicamos a la segunda integral la fórmula de reducción (Pg.213, fór- 
mula (6))i haciendo en la primera integral z'-\-\=t (Pg.208, Ej. 8), 
obtenemos: 

r*+ c 

j^=lh,( 2 *+l) + c. 

Ejemplo. 

r 5*4-3 

ò(2x* -Ax + \G)' aX ' 

2x' — 4x+ 10 = 2 (x 1 — 2*-f 5) = 2[(*— j)*4_ 4 ] = 2(x— l)*-*-8. 

Haciendo 2(x— l)* = 8z*, de donde x=l-f-2z, asf que 

2x* — 4x -j- 10 = 8 (z' -f-1), dx= 2 dz, 


por consiguiente 


Pero 


r_ 5 *+ 3 dx _r 10z + 8 o v -_ 5 r *dz i i r Az 

J (2x* — 4x 4 - iof ax J 8 Mz‘-f-ir 2rf T 6 j (F+if + Tj (F+T? 


J (Z* + l ) 1 2 P+J > 

r A * Z _ , 1 , 

J (z* + i)* — iT(F+T7+T arct S z 
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( ver Pg.2l3, fdp'mula (6)). Asf pues, 

Ç Sx + 3 5 1_, 

J (2x*-4x + 10)‘“*~ 32 -j- 1 • 

+ îF^ + l arc ^^+ c =á2(zM-'i) + T arctg2r + c - 

Substituyendo ahora z=~^ t hallamos 

f 5x-f-3 2x — 7 ,1 L x-1 , „ 

J (2x* - 4x + 10 )‘ d — 4(2x* - 4x+ 10) + » arctg ~2 I" C ' 


Problemas 

Caicular ias siguientes integrales 

J ,TTwÎTì) = 4*'- 7 *+ 4, “ I * + 1 1 + TI ^ + 1 ' + c ’ 

J (x-lf (X + 1) 1 — •* 2 *‘-l + 4 ,n |x4-l | + C - 


Íi7îi?‘ tó = -íríìj>+ c 

Ì«+2Hf+-3 ) ‘ =-++'“ (4+1) + c 

I jí+f+i = ŷT arclg "++ c 

f X*rfjc 2 .x 1 . . _ 

J («■ + l)„- + 4) =3 Mc, í T-¥ arc, 8 )t + C 
f 3x*- 5x4-2 
J x* - 2x* -(- 3x - 6 dx ~ 


= y 1 n | x - 21 + {I In (x* + 3) - arc tg ^ + C. 


’ * + l ^ _ 1 1 , [*-l 

| x 4 — 3x’ + 3x* — x x — 1 (x— l)» + ,n | x 

3 = Aln|r“|+Ì ar ctg4 + C 


+ C. 


a* — x 4 ~ 4a* 


dx 

xTfï 


r 2a* 

= -i lnlx+1 |--^ln(x*-x+l) + ^+ arctg^^+C. 


^-j^ỳlnlx- 1 | —iln(x* + x + l)-^+r arctg^+^ + C. 


í 


(x+ l)>^x* + x + 1 ( 2^3 

i?+T?‘'‘=4wfí+ 1 “+ ? + T + C 


í 
I 

íi^ 


-.rfx=iln 


-* + l 
- 1 I 


+ C. 


10x* + 9 24 


+ C. 


7xV“"' _ 5(5-7x*)* + C ' 

12x ,s ^_3x* (x* - 3x* + 4) + 30 


+ ln(x* + l)*+C. 
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19 


r_ dx _ 

J[(x-«)(*_(!)]»> 




haciendo -—?— z , obtenemos: 

x — p 

d *=jr^f d! ’ 

(JC — «)(x — P)=<« — p)* . 


por consiguiente 


r dx _ i r (i - zr n " 

J fi* -«) (* - pr («- P) in "j ^ 


Determinar por este método las integrales 


a) í 


dx 

(x*-3x + 2)* 


: b) 


dx 

(F^T? 


; c) 


r dx 


Sulestiones. 

En 1), 2) dividimos la parte entera, desarrollando la funciónra- 
cional restante en fracciones elementales. En 3), 4), 5), ... , 13) desa 

rrollar en fracciones elementales; 14) x*=t\ 15), 16), 17) x>=t, 18) 


x*=t. 



CAPnXJLO XIV 


INTÈGRàCION de funqones algebraicas 


1. Integpaciôn de Punciones Irpacionales Simple». Si 
la variable x aparece dentro del signo de int«gnaciôn en diferentes po- 
tencias fracionarias, entonces, si con p se designa al mínimo comûn - 
denominador de los exponentes de las potencias de x, se podrá, me- - 


diante la substitución x=z p eliminar las potencias fraccionarias. 


Ejemplo 1. 




Q+y *> v 


H 


dx 

(l+x T )x T 


haciendo x=z\ 
por consiguiente 


dx = 6z* dz, obtenemos: 

'=í w : = 6í - 6 a ' c '**+ c - 


/=6 yic — 6arctg /. x-\-C. 

Ejemplo 2. 7= f— dx; haciendo x=z\ dx = lz'di 
Ji + /* 


obtenemos 

, =ÎtT7 4 * , ' ìí = 4 Íì^- = 

= 4 (t—-î+t-Í+‘)- 41 “I*+ | I+c, 

por consiguiente 

r^yp-x+^ (/?-2Vr+4Í/ï-4i«(i/x+ì)+c 

Observación 1. Se procede en una forma análofia si dentro del - 
sifino de intefiración aparecen potencias fraccionarias del binomio 

ax + b. La substitución ax-\-b=z p (p, lo mismo que en el cas< 

rior) permite eliminar las potencias fraccionarias. 

Ejemplo 3. /= Ç—; jc4-1=z*, dx = 2zdz, 

JxVx-fl 


por consifiuiente 


,= í(?^î = 2 íl+T = ln |ÍTT-| + c ' 


\ VT+l-l 

\v*+ 


TTTl +C ' 


asf que 
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Obsepvaoiín 2. Si bajo el signo de integpacidn apareoen po- 

tencias fraccionarias diferentes de la expresión l x .+ b . es entonces 

a'x -|- b' 

posible eliminaplas mediante la substitución ax ~h b — z p (p, igual que 

ax-[-r 

en los casos anteriores). 

Ejemplo 4. l±£ =z * t r== 

J x v x x Z — I 

Jv— 

dX — (; t'-l)*' 

por consiguiente 


es decip 


*í?=r*- 

= -2 2 —l„|î=J| + C, 


2. Integrales Binomias. Las integrales del tipo 

J x m (ax n -\-b) p dx, 

donde m, n y p son números racionales. se llaman integpales bi- 
nom ias. 

Si p es un número entero, la integral se encuentra directamen- 
te segûn el método descrito en el pâprafo 1. 

Sea ahora p un námepo no entero. Introduzcamos la substitu- - 

ciôn 

JL i 1_, 

x — z n , dx = —z a dz. 


Si ;>0, entonces 

f x m (ax n -\~b) p dx = — \ z ° (az-\-b) p dz= 


Asf pues, vemos que si —± \. es un número entero, ia integral 
binomia se transforma en una integral de función racional mediante - 
la substitución 

az-\-b±=f 

(a es el denominador del nflmero p) 

Si es un número entero, obtendremos una funcíón racio- 

nal por medio de la substitucidn 

±£ = <* («., igual que en la precedente) 
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De esta manera, la integral binomia puede transfor- 
marse en integral de una función racional si úno de 
los números 

M+1 E±±-l- p 

y ' n * n 

es entepo. 


Ejemplo. 

/= — x if2 dX ' 

Aquf, tenemos m = 3, n= 2, p = _A. Por lo tanto m + > _ 2 

por lo que puede transformarse la integral dada en una función racio- 
nal. 


Hagamos 


x* = z t 


por consiguiente 


Escribamos ahora 


entonces 


l=\^z(\—z) \ dz 

1 -*=** (t> 0), 

dz = —2 tdt, 


,= -í L +- ,, =T+'+ c =p=;+Krrrî +Ci 

por consiguiente 






-yTr^+ a 

3. IntegraciÓn de Punciones Racionales R(x, y )t La in- 


tegracidn de la funciôn racíonal R(x,y) , cuando (y = V ax* -|- bx -J-~?) conduce 
la integraciôn de una funcíôn racional en t , mediante una.de la« tres 

siguientes substituciones: 

1) «>0: 

Hagamos 

Vax' -\-bx-\- c — x\ r a = t, í 1 ) 

de donde 

ax* -\-bx-\-c = ax* -j- 2jc 1 % , 


+ Se Uama función racional R(x, y) de dos variables, a 
una función definida como el cociente de dos polinomios en (x, y) para 
aquellos puntos en los que el denominador sea distinto de cero. Supqn 
dremos siempre que los coeficientes de los polinomios son reales y - 
que los polinomios son primos entre sf. 
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por consiguiente 


Escribiendo 


bx + c = 2x **' 


*=- , 

b - 2Y at 

obtenemos 

dx=2-vzi’+H^r*'# 

(b-2Vat)' 

\rax*+bx+c= x \rï+t=-y at '+ bt s- Vac -. 

1 1 — 2Vat 

De este modo, por medio de ia substitución (i), expresamos en 
forma racional 

x, Vax' + bx + c, dx 

mediante ia variable t. Por consiguiente, la integral 
conduce a una integral de una función racionai de ia variable t. 

Ejemplo 1. 


Dado que 


obtenemos entonces 


) Vx' + f>x+5‘ 


a= 1>0, 


Vlc' + Sx + S— x = t, 


- * 8 - 5 dx — ? -'»+6<-5 f — -** + 6 '~ 5 

6 - 2 1' ( 6 - 2 tf ' 1 ' 6 — 2 < * 


por consiguiente 


,= Í6^r=- lo l 3 -'l+ c ' 


2) c^O. 
Hagamos 


/= — ln J 3 -f-x — Vx' + 6x -f- 51 + C. 


iTax* -f- bx -j- c=xt 4- Vcl 


;' + bx + c =j c't* + 2xtVc + c t ox + b^xt* + 2( V7. 


Por consiguiente, al hacer 


2 iVF-b 

a — t' ’ 


n y c t* — bt + aV c Hf 
(a — ty 


obtenemos 
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Vax*bx-\-c= xt -\-V c — 


V~ct*-bt -t-aV c 
-— 


Asf pues, también «n este caso, después de hacer la substitu - 
ción (2), la integrai ^R(x,y)dx se traasforma en una integral de fun - 
ción racjional de la variable t. 


Ejemplo 2. 




; tenemos c = 4>0. 


Hagamos 

de donde 

por consiguiente 


asf que 


3x + 4 

V — x' — 3x-f4=xf + 2, 

_«.+ 3 __o 2í* + 3í — 2 

x ___, dx _ 2 —— F -df, 

/= — J p~ = - 2 ardg t + C, 


I = - 2arctg ^-^~3 x + 4--2_ c 


3) — 4ac>0. 

Designando como « y p ias rafcee de la ecuación ax 1 -f bxc = 0, ©b- 
tenemos 

ûx* -f- ~h ^ = û (* — a) (x —£). 

Esoribamos 

V ax* -(- ftx -f- c Y’a (x — a) (x — [)) = í.(x — a). 


de donde 


baciendo 


obtenemos 


(3) 


c(x —a)(x —p) = /*(x —a)*, a(x — p) = t'- (x — a); 


a? - 

a — í* ’ 


Por lo tanto, mediante ia substítución (3), ia integral ^(x, y)dx 


se transforma en una integral de función racionai de la variable t. 
fijeropio 3. 
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'=í?3 


Tenemos 

puesto que 

entonces escribimos 

De donde 


Y _ x * -j- 4x - 3 * 

b * — 4 ac = 4* — 4 • 1 • 3 = 4 > 0; 
— jc* -f 4jc — 3 = — (x — 1) (jc — 3), 

V — (X— !)(* — 3) = (jt — 1)/. 


X -? + - r dx=- 


41 dt 

('*+ir 


por consiguiente 


V-x‘+ix-a= F ^ T , 


1 - = — *arclg/-f C= — 2arctg 

Ob8Pvación. Si a<0 y c<0, las dos ppimeras substítuciones no 
sepán convenientes. Bn este caso ea posible siempre emplear la ter- 

cera. En efecto, si O <o, c<0 y £*_ 4 cc< 0 , el polinomio atf + bx+c 

será 8iempre negativo, y la exppesiÓn Yax* -\-bx-\-c no será real 
sea oual fuere el valop de x. 

4. Algunos Casos Particulares de Integrales de Fun- 


cion«a Racional*» R(x,y) con 


(y s= Yax 2 + bx + c). 


1) Una integpal del tipo 

/== f T==f 
J Y ax* 


, a<0, b* — 4oc>0, 


+ bx + c 

puede calculaP8e también pop el siguiente método. 
Tenemos 


Haciendo 


, +fc+ «— 

(^-í7w)‘=w^ 


x =2ïTi + 


Yb * — 4ac T 
21« L 


_Yb'-4ac ^ 
- 2 | «| 


Tsr<'-^ 


Pop consiguiente 
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i r dt 1 , , 

- —: l - 7 =-- = - 7 — arcsinz-j-C 

V Ifll /l-î‘ V I a I 


asf que 

Ejemplo 1. 

Hagamos 

de donde 

pop consiguiente 

asf que 

3) 

Escribamos 




dx 


2ax-\-b 


+ C. 


+ bx + c V~ÏT{ VV-4 ac 

i r dx 

J Y 5* - 6x* — 1 

5x - fa* -1 = - ( * V&~ )' + á 

x— l2 '{-i2 z > dx— l2 dz, 

5x — 6x* — 1 =^ (1 — z*), 

r dx r j 2 dz , 

J VTx- 6** -1 = J ZH yï~.* = Tb arcs,n * +c ’ 

2VH y * 

í K 5 V- ~ L-i = ŷT arcsin ( 12 *-5)-K= 

= — ^=arcsin( — 1 2x -f- 5) -f- C. 

/=f- , dX 

J (x — a)V ax* + bx + c 


entonces 


x = a+|. 

Si x>a, . entonces z>0. Por consiguiente, para x>a obtene- 


Puesto que 


Vwc'+bx+c= Y- +“ Z + - =\V u' + -W;+W 
(L = av.* ba.-\-c, M = 2aa-\-b, N=a), 


/= -Íî 


I V Lz' + Mz + N 

Procediendo análogamente, obtenemos 


(■*>«)• 


^íi 


VLz' + Mz + N 


(x<a). 


Ejemplo 2. 



INTEGRACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS 


233 


1=[ -^=. 

J (x-l)^ + l 


x=ì -f±, dx = — ^ t V^fì = |/ 2z> + Jp + 1 , 
ya que para *>l,*> 0 . entonces V r x , + i = ll/2í , 4-2«+-i, de donde 


Aplicando en la última integral la substitución (ver Pg. 229 ) 

obcenemos , Kv + !h + l-K5,+í, 

/= J=ln(4 2 + 2-2lA2/2?+2»+l ) + C. 

Haciendo, finalmente * = _1_ , obtenemos para x>l: 
f dx ' _ 1 1 j2*4-2-20V* r Tï , , „ 

I | + 

Puede fácilmente demostrarse que la fórmula obtenida es tam- 
bién váiida para jc<i. 

3) /=f_ Axdx 

J («** +T )Vax* + c 

Calculemos esta integral por medio de la substitución 


ax' + c = t\ x' = - 


Por consiguiente 


Adt 

at' 4- (af — ac) * 


Es fácil calcular la última integral (Ver Cap. XIII). 


Ejemplo 3. 


/= r——. 

J ( 2 ** 4 - 1 ) VV 4-4 


J 2^-7 —20 


de donde 
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por consiguiente 


E8cribamos 


V7+ 4_ 

/= — 7 = ln- t - 7 À + C. 

2/14 vs+i+Ýy 

/=[ _ 

J (ax* + 7 )>^x* + c * 

J/ûX*+ 


pop consiguiente 


y pop lo tanto 


Ejemplo 4. 


- 

rfx rfx x rfx dt 

Vax' + c xí xH í*-a 

>_ P 

J Tf^ + íac-ffl)** 

/=r_ * 

J (2x* + 1)^F+4* 


Kjc*-}-4 =.*:/, 


obtenemos, como anteriormente 


pop consiguiente 


Puesto que 


, _ 4 dx dt 

—t'-i’ r^T 1 ** 

/= -í?fT=-77 arCtg F7 + C ' 
, 77+4 


,=— FT arcfg 7FT í + c ' 

Observación. Una integpal del tipo 

f_ * * +* dx 

J («**+T) Vax* + c 

se calcuia tomándola como la suma de dos integrales de ios tipos 3) 

5) /=f—-— + . (p«_ 4g v<0») ,0^0). 

J (ax^ + gx + T)^* +^* + c ^^ ^ 

. + Si P* —4 ot> 0, entonces ox* + (ix + T tiene rafces reales y ia integral 
se caicuia fácilmente. 
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Trataremos de llevar esta integral a una del tipo 

C {Ax + B)dx 

J + (1) 

a) Si a:a = $:b, entonces, por la substitución 



tran8formamos nuestra integral en una del tipo (1). 


Si a, jj no son proporcionales a los números a, b, esto es, si 


entonces, escribimos 


ab — 0, 


x— 


* + l 


( 2 ) 


y tomamos ios nâmeros p y q de tal suerte que nuestra integral se - 
transforme en una del tipo (1). 

Bmpleando la substitución (2), obtenemos: 

(Lt + M)di 


'=-±í 


(«!*’ + M + h)V a i*' + M + c, 


(el signo depende de que *> — 1 6 *< — 1 ), donde 

L = (Ap-\-B)(p-ç), M = (Aq + B)(p — q), 

«i^ap^ + PP + Y» °i = a P* -\-bp-\-c, 

P, = 2apf-f P(p+í) + 2y, ft I = 2aw + 6(p+9) + 2 *»' 

Yi^^ + fa + Y» c x = aq' + bq-\-c. 


Determinemos los números p y q de tal suerte que p a = 0 y ^ = 0. 


Para elio, habrá que resolver el sistema de ecuaciones 

2*P^ + ? (P + ?) + 2y = 0,í 
2apq-\-b(p-\-q)-\-2c = 0.f 

Puede demostrarse que el sistema (3) tiene solución real si 

o b —ûp^O y p* — 4orç < 0, 

Ejemploa 

5 « r-J- 


(3) 


(2x+l )dx 


( x * + 2x + 6) V2x' + Ax — 1 * 

Dado que los coeficientes de loa polinomios son proporcionales. 
hacemos entonces la substitución 

4 , t 

2*2 + ^ 2 1 • 

De acuerdo con una substitucidn tal, obtenemos 

#—J )dz 


! * + 5)> 


5b /=f- Çx-b )(ix 

J (3x* — lOx + 9) >^5x* — 12x + 8 

Usemos la substitución __ , „ 





236 


CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Determinamos los números p y q del sistema (3): 

Qpg — 10{p4- ^)-f-18 = 0, 
lOpq — I2(p-f 9 )-f-16 = 0 , 

de donde pq = 2 t p-{-q = 3 y por io Lanlo p= 1, q = 2. 
Consecuentemente, al substituir 


x -*±l-l 4 -J- 

X — ar + l~ + 


obtenemos para 


~z+i~~ ‘ z + i 

2 > — 1, esto es x> 1: 

/-( 


(3 z + \)dz _ 

J ( 2 2 * + 1 ) 

zdz 


=aj 


+Íp? 


+ l)/z* + 4‘ 


Estas últimas integrales las calculamos en los ejemplos referentes 
Ios tipos 3) y 4), (Pág,234). 

Por lo tanto 


ya que 


entonces 


Y*Ft-Vj i 


arctg 


W + 4 


+C; 


y v? + 4 = ^ , -_ |, f + 8 , 


2+14 


V5^12x + 8-(x-l) l/Z 

= In —- r 1-4- 

7 r 


+5x*-12je + 8 + (jd-l) -I 


+ ^arctg^- 12 *+ 8 + C . 

+7 * (x_2)+7 ^ 


La fórmula (4) es válida para *> 1, 

Considerando ahora que en la substitución 

x = z -±l 
z + 1 

z<— 1, y por consiguiente jc<1, obtenemos: 


Puesto que 


‘ 2 ^'" K?T1 + J/Ç+ vV arctgí TFr 


= -J+7- +P+4 = - l ± x ' ~_ 12 * + 8 , 


entonces 
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Vòx* - 12x-f8-(*- 


-■)/! 


2 ^ 14 ysx--i2x+a+(x-i) V? 

+ 1 a rclgL^ - 12 * + ? - + C. 

‘/7 (JC - 2) /7 ‘ 


+ 


Vemos entonces que la fórmula (4) es válida para todos los valores - 
de la variable x. Para x=l es válida en virtud de la continuidad - 
de la derivada y de la función integrando. 

5. Obser vac iones acerca de la TransformaciÓn de la 
Integral ( /? (x, y) dx. 

Aunque las substituciones indicadas en el párrafo 3 transforman siem 

pre a la integral ^ (jc, _y) ûfjc en la integral de una función racional, es 

sin embargo frecuente para evitar cálculos engorrosos, transformar - 
previamente en una forma adecuada a la función R(x, y). 

Notemos que si n es un número natural y que y=\' ax^ -[-bx-\-c, 

entonces 

y tn = {ax t -{-bx-\-c) n ì y tn+í =y tn . y = {ax a bx -j- c) n y. 

De aquf vemos que cada uno de los polinomios H(x, y) en las varia- 
bles x, y puede presentarse en la forma 


donde W t {x) y W t {x) son polinomios en x. Por lo que a la función racio 

nai R(x, y), cociente de dos polinomios, es posibie lievarla a la forma 

R(x v) = Zl W±^»W 
' ’ y) W t (x)+yW t (x)’ 

donde W t , w t , w t , w t son poiinomios cuaiesquiera. 

Multiplicando numerador y denominador por W (x) — yW t {x) y ob- 
servando que * 

[ W t {x) — yW t (x)] [ W t (x) + y W t (x)] = W\ (x) -.y* W\ (x) = P x (x) 

(donde P x (x) es un polinomio), obtenemos 

Ri x vì — PiVL+yPAi 1> p +x) I *>.(*)_ Pt(x) , P t (x)y* 

1 ' y P t (x) ~~ P t (x) i P t (x) ' y — P, (x) ' P t (x)y' 

Haciendo además 

"1= r M. 


Pt(x) _ 

Px(X) 
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obtenemos 

R(x,y) = T(x) (1) 

De aquf vemos que a una función racional R(x, y) (y = V ax*-\-bx+7) 

es siempre posible Uevarla a la forma (1), donde T(x) y S(x) son fun- 
ciones racionales. 


Ejemplos 

i. *+yv~~~ ] < x + 

(X - (X + Vïf=~\) 


— 2x* — I —2jc y'x* —• 1, 


por lo tanto __ 

x + Vx*- 1 _ 2 . _ 1 , 2x* - 2x 

x-v*-=\-~ i* 

O PW4-0Wy P*-\-QY + 2PQy f* + QY , 2 PQV 

• Pw-Q(x)y~ P* - QY P*-QY 'V* - Q*f)y ‘ 

Volvamos a la integral ^ R(x,y)dx. . En virtud de (1), tenemos 


§R(x,y)dx=§ T(x)dx + ffidx. 


La prtmera integral en el miembro derecho es una integral de función 
racional; en el capftulo XIII se estudiaron integrales de este tipo. 


Para el cálculo de la integral J ^ dx llevamos a la función ra - 
cional S(x) a la forma 

S(4=r(4+çg. 

donde W(x), P(x) y Q(x) son polinomios, siendo el grado del polinomio 
P(x) menor que el de Q(x). Desarrollando, finalmente, la función 

en fracciones elementales, reducimos el cálculo de la integral 


al cálculo de integraies del tipo 


f E < x > dx f dx r (Ax + B)dx 

J y ’ J (x-afy’ J (M* + px + yfy' 


( 2 ) 


Mostramos ahora algunos métodos 
integrales (2). 
a) Integrales del tipo 

f \V(x)dx 

J V ax* + bx + c 


(siendo W(x) un polinomio) 

Si W(x) es un polinomio de grado 


simples para el cálculo de las 


«Ssl, puede entonces de -- 


mostrarse que la integral de un tipo tal es siempre posible llevarla a 
la forma 


f W(x)dx 
J Y ax' + bx + c 

= (Aj<*-'-\-Bxr-*+...+C)Vax'-\-bx+-c+D 


í 


dx 

Y ax'+bx 


+ c* 
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donde A, B, ... , C, D son ciertas constantes * 

Para determinar estas constantes diferenóiemos ambos miem — 

bros de la igualdad y multipliquémoslos en seguida pop . Yax' + bx+c. 

Igualando los coeficientes de potencias iguales de la variable x en am - 
bos miembro8 de la ecuación obtenida, estableceremos un sistema de 
ecuaciones del que podrán determinarse las constantes A, B, ... , C, D. 

Aaf pues, el cálculo de la integral f ■-, vr J x)dx — se reduce al - 

J Vax* + bx + c 

cálculo de la integral f . dx . . = . Esta última podremos calcular- 

J V a& + bx+c 

la con ayuda de alguna de las substituciones indicadas en el párrafo 3 
(Pg. 228) 

Ejemplo 3. J]/ 5 jc» —6^c—1 dx=j dx. 


Hagamos 


r dx = (Ax+B) Y5x*-6x - 1 -f C f 7 a dx 

J - 6x - 1 * 1 J Vòx' — 6x — 1 


derivando ambos miembros de la iguaidad, encontramos: 

ví‘-i:'- AV5x '- 6x -' + 

, 1 (y«jc -f- B) (lOx — 6) _ C 

"*~2 Yàx*-6x-l ' f 5x» - 6x - 1 ' 

muitipiicando ambos miembros por el radical y ordenando, obtenemos: 

5x* — 6x — 1 = 1 OAx* -f- (5S — 9A) x~\-(C—A — SB); 

por consiguiente 

10A = 5, 5B — 9A = — 6, C—A — 3B=—1 

de donde 
Asf pues. 


lV 5x' — 6x— ldx = 

“(t'- 


. v / 5 jt‘- 6 x-r 

Respecto a la última integral, escribiendo 

V5x'—6x—l=x V~5+-t, 

obtenemos: 

J ŷ5«.^6«-l = —vT ln ^' 0jC — 6 ~ 2 6x—l|+C. 

b) Integral dei tipo 

f W(x)dx 

J (x - aìf Vax'+bx + c 

*~ La existencia de tal desarrollo la admitimos ein demostracidn. 
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(W(x), polinomio de grado menor que r) 

Si r= 1, el polinomio W(x) es una constante, y por lo tanto, 
obtenemos una integral como la considerada en la Pg. 232. 

Si r> 1, puede demostrarse (omitimos la demostración) que 
una integral de este tipo puede llevarse a la forma 

W(x)dx _ 


í 


(x - a)Y ax 1 + bx-{-c 

_Ax r ~*+Bx r -' + ... -f-C,/ - i t . —i— , 

=- (x — a) r ~* Vax'+bx + c -f 

-f D f- á*.,-,. 

' J (X — a) yâx*^- bx-\-c 

donde A, B, ... , C, D, son ciertas constantes, que se determinarán - 
como se hizo en el caso a) en la Pg.239., 

Calculamos la última integral como lo hicimos en la Pg. 232. 


Ejemplo 4. 


r Vx *+1 r x*+i 

J ( x-i)« —J(x_i yy-tf^T\ dx = 


— (X-Í)* 1 (J C_ ï) V^rzpr* 


Derivando ambos miembros de la igualdad, obtenemos: 

X*-f 1 ___ 

(x-l)*VÏF+\~ 

- Ax + A + IB y—rj-r . i4x + fl X , c 

(*-!)* (x - !)* Yx* + 1 ' ( x — 1) Vxf+Ì ’ 

multiplicando ambos miembros de la igualdad obtenida por (x— \)*Vx* -f 1 

y agrupando términos semejantes, encontramos 

x*-f 1=—x* (2^4-f B — C) — x(4-ffi-f 2C) — (A + 2B — Q. 

por consiguiente 

2^4 —1— B— C = — 1, 

A -f 8 -f 2C = 0, 

A-\-2B— C = — 1, 


de donde 

Asf pues 


a = ~t> b =—t> C=- 

4 ’ 4 ’ 4 ' 

Ç ÏZ±l dx= 1 Ï±1 i/TTl I 1 f dX 

J (x — 1)* d 4 (x - l) 1 * ' + 4 J (x _ !) Vx* -f1 * 


La última integral fue ya calculada en la Pg. 233. 
c) Una integral del tipo 

W(x)dx _ 


Í5 


J (otx 1 -H?x -f- Y) r Vax 1 +bx -f -c 

W(x), polinomio de grado menor que 2r; el polinomio ax*-f (ix-fY es “ 
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tm polinomio con rafces complejas, esto es, jj*— 4 aY< 0 ). 

Sí /■= 1, el polinomio W(x) será de primer grado y la inte - 

gpal dada coincidirá con la estudiada en la Pg. 235. 

En el caso en que r >l, es posible demostrar que la integral 
del tipo considerado puede llevarse a la forma 

f_ W(x)dx _ 


) (*x t + ï* + l) r V‘ax* + »x + c 

Ax tr -* + Bx tr -*+... +C 

(0JC* + px + T )-‘ 


y ax*-\-bx-\-c -}- 
. f_ Px + E 

' J («**H 


dx , 


donde A, B, ... , C, D, E, son las correspondientes constantes, que se 
determinarán como en ei caso a), Pg. 239. 

La integral 


f- 


Dx + E 


dx 


J ( a x* + tx + 1 )Yax'+bx + 

ee calcuia como se hizo en ia Pg. 235 . 

Problemas 

'•íxi/ir+^î) 

2. f = 

J yx + /x 

ri A I 1 1 2 , JL JL 

= 12 li.* < + -i-x •« +*« - arctg (x W J 

í 25^+3• (T+IhST+ 5^ 2arctg / TTY + C 
6. j x'Y (1 - X*)> dx = ~ [*• -|-**+l*>+|-J fc. 

f dx _ X 

J Vï+f+i V»Tïï+ 


C 


- + ln(x + V9 + x*) + C. 


+ 4x — 5x* >^5 


= tt= arcsln —q 2 + C. 


J ŷ -2-1.-3X. -ỳf°"«M** + S) + C. 

Jï 


t—mlOEpZ+c. 


y 2x — x* 

"■Í7+^ = (T-T)r^+P- 


* Vl - 2X - 3x* 


-g-Jn|l +2x +2VT+Ï+Ï?\ + C 
3x +1 




- +c. 
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L j ŷf-L dx = -\v'~ 4 * + yarcsin 2*-fC. 

, C Ilx*-I95x' 

J y* + 6x + 5 dX ~ 

= -i (Ux 1 - 77x* + 105x - 175) Vx' + 6* -f 5 + C 

, f_ dx _ 

' J (jc - 2)* /3x*-8jc-f5~ 


“•f<*+i>vr=T? - V\+ X x +C - 

"• f * WT? =,a 1 +vTT5 +c 

1C C ■ dx _ Vx' + 2x + 2 

J (x + l)'Vx' + 2x + 2 2 (x -f 1 )* 

+iH i+/ r + r + -l +c - 

-fya* arcsln ^—1 -f C. 

M f <(* i i 4 //x 

J (* +P) VT^ * +/» 


2x — 3 -f V3 x‘-8jc + 5 
x — 2 


arccos ~+* + CCOn|/>|<t 



capitulo xv 


INTEGBACION DE CIERTAS FUNCIONES NO ALGEBRAICAS 

1. Observaciones Generales. Como caso más 
grales de funciones no algebráicas, se presenta la integrí 

(*)<**. 

analizada en el Cap. XI1, Pág.207. 

Ejemplos. 

1. /= Jsln(a*)a*<ir (a>l). 


Haciendo 

Obtenemos 


a?=ït, of\nadx=iedt t 

/ =KïJl"'‘«=-S+ c - 

por consiguiente 


a. /=j(inx)-^. 
Haciendo 

obtenemos 

por lo que 

3/ /= $ e* 1 " *cos x dx. 
Haciendo 
obtenemos 
consecuentemente 




co«<g*) , „ 
ln a I C ' 


i=Ỳa=\t'+c, 

/=|(ln*)«+C. 


sinx.=f, cos xdx=ndt, 
J=\ t x di = e'-f-C, 
/=e*fajf _J_C. 


4. /=jj sin* x cos* x dx, 

/= $ sin* x cos* x cos xdx= J sin*x(l —sin*x) cos xdx. 
Haciendo 

sinx=/. 

Entonces . c .■ „ ^ 

/ =Í' , C-' , )"=T-Ç+ C . 


de donde 


5 -.Mc ! 


/ 3ln»x sln 8 x . _ 

3 5 r c - 


j __ C stn* x dx ___ Ç , _dx_ 

J cos*x cos 1 x J x cos" x * 

t£ x = t, - = dt. 

» • cos* x ’ 


Escribiendo 
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vr=& 

arcsin x = t, 


dx 


= dt, 


tenemos: « ,, 

Asf pues / == íilî._|_C i 

6. /=J(arcsl nJ; )'p^_. 

Hagamos aquí 

obtenemos: 

por lo que . i 

(arcsin jc ) 4 -f- C. 

2,.Integrales de Funciones Exponenciales y Loga - 

rftmicas, 

I . Una integral del tipo 

)/(a x )dx 

se transforma, mediante la substitución a x =t en la integral 

J- mat. 

laa J t 

1 = Ç y i — a x dx. 


VT^ 

I=ỳdt=^ + Ci 


Ejemplo 1. 


Hagamos a x = t, entonces 




Suponiendo ahora que 
obtenemos: 


1 — t = z*, 

De donde, volviendo a la variable x:. 

z=VTTTt—\/\ — a x \ 

encontramos ì r ,_ \\-V \ —1 ? i 1 

XI. Una integral del tipo r 

Ç W(x)a x dx, 

donde W(x) es un polinomio que se calcula por el método de la integración 
por partes. 

Hac i endo u=W (x), du = W' (x) dx. 


obtenemos: 


”lna ’ 


dv = a x dx, 

§W(x)a*Jx = *g£- jJjJ w { x)a-4x. 


Dado que el grado del polinomio W'(x) es'menor que el del polinomio 
W(x), entonces, procediendo de la misma manera, llegaremos finalmente 
a la integral 

\a x dx = ^L. 

J Ina 
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Ejemplo 2. 


/=î(x‘ — 2x + 3)a*dx. 


Integrando por partes, obtenemos: 

Aplicamos a la íiltima integral nuevamente el método de la integra — 
ción por partes: 

= 2a*dx. 

De este modo, finalmente obtenemos: 

[ x x -2x + 3 2x — 2 , 2 1 X j_r 

l lna (lna)* • (lna)*J a < • 

III , Una integral del tipo 

J W(\nx)dx, 

donde W es un polinomio, se transforma en una integral del tipo II me-- 
diante la substitución lnjc = í. 


En efecto, tenemos: 
por consiguiente. 


x=e\ dx = e l dt, 

$ W(\nx)dx =\ W(t) e l dt. 


Ejemplo 3. 


/= J (ln* x — 2 ln x -f 3) dx. 


Haciendo 

obtenemos: 


lnx = /, 

/=$(**_2/-f-3)e , í tf. 


Integrando 
asf que 


por partes, como en el ejemplo 2, hallamos: 
l = (f — 4t + 7) -f- C, 

/= (ln*x — 4 ln * -f 7 )jc -f C. 


IV. Una integral del tipo 

J x /, (ìnx) m dx 

( donde m es un entero positivo y n un entero ) se calcula mediante la- 

substitución 

ln;c = /, 


si n - -l,o bien mediante la integración por partes si n 4 - 1. 
A saber, hagamos 

m-i dx, 


ú = (\nx) m , 
dv=x*dx , 


du = m( ln x) m ~ 

„ * n+ ' 
v= =7m ; 
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entonces 

J **( ln *) m dx J xT (ln x) m -' dx. 

Procediendo análogamente, llegamos a la integral ^ x”dx . 

Las integrales del tipo 4 

$ W(x)(\nx) m dx 

( donde/n>0 ©nt., \^(x)es un polinomio ) se calculan como las del tipo IV. 
Ejemplo 4. 

7 = $(2x — 3)(Inx)*rfx. 

Integramos por partes. Haciendo 

a = (ln x)*, rftf = 21n*^, 

dv=(2x—3)dx, v=x' — £c. 

obtenemos: 

1 = (x* — 3x) (ln x)* — 2 J (x —3)ln xdx. 

Integrando nuevamente por partes, encontramos: 

J (-« — 3) \nxdx = (±x' — 3xj Inx — J — 3 ) dx. 

Entonces, 

/= (x' — 3x) (ln x)' — (x' — 6x) In x+~x' — 6* -f C. 

3. Integraciôn de Funciones Trigonométricas. 

I. Si R(u,v) es una función racional de las variables u, v, la inte- 

gral ^ R (sln x, cos x)dx se transforma en una integral de una función racio-- 

nal mediante la substitución 


En efecto, tenemos: 

sínx = 


2 sln— cos -j 


,ln»-f + C os*-f l +‘ ' 


Ya que 
entonces 


cos * T ~ sin * T 

COS X =---f 

sta* Y + cos f -| 


^r+^- 


x =2 arctg i. 


Puesto que S inx, cosx y dx se expresan racionalmente en función - 
de la variable t, la integral J 7?(sinx, cosx)í/x podrá entonces transformarse 


en una integral de función racional con ayuda de la substítución indicada. 
Ejemplo 1. 

/W f - dx 

J 3 sin x — 4 cos x ‘ 



Haciendo 
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obtenemos: 


S 2 dt p 

* -H* _1 \ dt ' 

E ’ 4 i | -<*r ~? \ .7-3—• 
1+/* 1-f-/* J * +2’* -1 

/ “Tj( 7 fT-ïíï)- ( -Ì ta ISí|+« 


Asf pues. 


II, En algunos casos, la integral j /?(sfnx, cos x) dx puede calcularse con 

mayor rapidez, empleando las substituciones que se dan enseguida. 
a) Si R (u, v) es una función impar de la variable u, es decir, si 
R (íi, v) — — R{~a, v), 
se emplea entonces la substitución 


siax — V\ —t', dx = - 


(0 < x < tt). 


SI „X= r 1 ‘ i yYZrp 

b) Si R(u, v) es una función impar de la variable v, es entonces po- 
sible emplear la substitución 

sln x = t, 


t = V\ —t\ dx = - 


—■ ~'-ŷr=r \ _ t <x<+ t)- 

c) Si R(u, v) es una función par de las variables u,v, esto es, si 
R(a, v) = R (— u, —v), 

se hace entonces uso de la substitución 

•**=< (-f<*<+f). 


-J cos*x+l UA - 

La función integrando es impar con relación a sen x, porque 

3ln» x (— sin X :)* 

COS* X -j -1 cos* X +1 ; 

apliquemos por consiguiente la substitución 


f '~ J FTT dt ~ J ( 1 — t^fï ) dt = 1 ~ 2 a rct g + C. 
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Obtenemos finalmente: 


/=cos x — 2 arctg (cos x) -f C. 


3. / 


=U 


sin* x-\ C 


La función integrando es impar con respecto a cos x, asf que es po- 
sible emplear la substiiución 


De esta manera 
/ 

de donde 


sinx = /, cos xdx — dt. 

= = J [— T+T 2Tfïl dt ' 

/=_|/4_^ ,n ||^|| +C; 


finalmente. 


4 # , Ç _ dx _ 

1 . j sln* * — 4 sin x cos x -f-5 cos'x 


i 1 , , 3 , 12 sln x — 11 , — 

i=- T slnx +rgln Usinjc-hí + C< 


Dado que la función integrando es una función par en relación consinx 
y cos hacemos entonces 

tgjr = ii. 


Tenemos, de este modo, 

'■= J û^w+i =í ( Trr$+r=<(»-■ Q +« c. 

por consiguiente / =arctgfe ,_ 2) + c . 

III. Consideremos ahora una integral del tipo 
^ sin J xcos*x<íx. 

Si s y k son enteros, entonces, como se deduce de II, Pág. 247. 
para g impar, aplicamos la substitución cos x « t 
para k impar, áplicamos la substitución sen x » t 
para s y k pares, aplicamos la substitucióa tgx=í. 

Si s y k son números fraccionarios, entonces, haciendo sen x = t, obte-- 
nemos: . * — i 

] sin'xcos^xí/x^ J ^(l —/*) 2 m 

La última integral es una integral binomia. Solo puede calcularse en el - 

caso en que uno de los números s ^~ 1 ÍLni ii* sea entero (Pág.288) 

2 ’ 2 ’ 2 

5. /= J V~ïgxdx = Jsin2 xcos~ T xdx. 

Ya que Lii = o, entonces, aplicando la substitución 
sin x = t. 
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obtenemos la integral r ± s 

(t-pr 7 *. 


la cual se toma en la última forma. En efecto, haciendo 

*=V7, 


obtenemos: 

Substituyendo, finalmente 

obtenemos: 






Desarrollando la función integrando en fracciones elementales +) e - 
integrando 

f dm 1 1-f-ttrVl’-f 1 w Yl , „ 

J »»+t = 4vr ln +TF? atclg r^+ c 


Ya que 




entonces , i + / 2 ÔP+ctg« _1 rtlg Vffí + C. 

IV. Integrales del tipo 

J W (x) sîn mx dx, 

donde W(x) es un polinomio, se calculan por el método de integración por 
partes. 

En efecto, haciendo 

u=W (x), da=W (x) dx, 


obtenemos: 


dv = sin mx dx, v = - — cos rnx, 


J W (x) sin mxdx = - W (x) cos mx -{- -jjp J W’ (x) cos mx dx. 


Procediendo análogamente, reduciremos el gnado del polinomio y lle- 

garemos finalmente a la integral $ cosmxdx o rsin/nxd*. 

Ejemplo. 6 

$ (x* — 2x-|-3) sin 2x dx. 

Integremos por partes: 

[= — y (x* — 2x -j- 3' cos 2x -j- y J (2x — 2) cos 2x dx, 

J(2x — 2) cos 2xdx=^ (2x — 2) sin 2x — ŷ J 2 sin 2x dx. 


+ ) l = l)(w* —trVT-i-.l). 
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De donde 

(= — ỳ (■** — 2x "h 3 ) cos 2x -j (x — 1) sin 2x cos 2 jc -\- C. 

Observación. La función sin*x(£>0) puede siempre llevarse a la 
forma de una suma ae senos y cosenos de argumentos múltiplos de x. — 
Como se sabe, 

sin* x =y — cos 2x, 

de donde . . 

sin x = Y sinx — ỳ cos 2xsin x 

Pero 

cos 2x sinx = -2 sin (2x -\-x) — y sin (2x — x), 

por io tanto sin’jc=-|-sinjc.—is!n3jc. 

En general, disponiendo ya de una representación tal para sin*x, ob- 
tenemos de ella una fórmula análoga para sin* +, x, al multiplicar ambos -- 
miembros de la igualdad por S inx y haciendo uso después de las siguientes 
relaciones: . 

sin x cos vx = T sin (v -f 1) x — ý sin (v — 1) x, 

sin x sin vx = j cos (v — 1) x — -i cos (v -j- 1) x. 


De donde se infiere que integrales del tipo 

J iT(x)sin*Jcrfx. 

U>0entero) pueden lievarse a la forma de las del tipo IV. 
Ejemplo 7. r 

1= J (jc' — l)sin f A:(ir. 

Puesto que 


/= Ỳ J (x* — \ )dx —-i J (x* — 1) cos 2x dx. 


Aplicando a la segunda integral el método de integración por partes, 
obtenemos 

) (x* — 1) cos 2x dx = -i- (x' - 1) sin 2x --| j x*sin 2x dx, 
jjr sin 2 xdx = — ŷ jc* cos 2x J x cos 2xdx, 
^xco%2xdx=^xs\n2x-\-^cos 2x-\-C, 

por consiguiente, 

/= i-x 4 — i-JC — •§- (2x M —Bx — 2) sin 2x — l(2x' — 1) cos 2jt + C. 
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J/(arcsin x)dx 

por medio de la substitución 

arcsin x = t 

se lleva a la forma 

J/(/) cos idt. 

Si thora f(t) •• un polinomio,entono«« 1« flltima intearal poflpfl calcular 
•• pop «1 método d« intoapaoifln pop parttt ( v«p pflgina! 249). 

Ejemplo 1. /— J (arcsin x )• dx. 

Apiiquemos ia substitución 

arcsin x=±=t. 

Entonces 

'= J /*cos tdt. 

Integrando por partes, çbtenemos 

/ = f*sinf — 2 J/sinfdf, 

J / sin / dt = — t cos / -f- Jcos / dt = —- / cos / -f- sln / -f C. 

Asf pues, 

/ = (/•_ 2) sin/-f 2/cos/-f C. 

Puesto que 

sin / = x, cos /=f 1 — x*, 

entonces 

/ = [(arcsin x)* — 2] x -f 2 —x* arcsin x -frC. 

II. La integral 

J W{x) arcsin xdx 

( donde W(x) es un polinomio ) se calcuia por el método de integración por 
paptes. 

Efectivamente, haciendo 

n = arcsin jc, da = j - 

dv=W(x)dx, v=\w(x)dx=W,(x), 


obtenemos: 

Ejemplo 2. 

Integramos por paptes 


j* W (jc) arcsin xdx=W x (x) arcsin * — J 
/ = J 2j? arcsin x dx. 


=x* arcsinx— f f dx , 

J V\ -** 
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Calcuiando la última integpál según el método descrito en la Pág.238, ob- 
tenemos , _ _ i 

j , ^ra'+T •“*•*+ c ' 


por lo que 

/=x*aîcsínx-{-l-x V\—x x arcsin x C. 

III. La jntegral 

J W (x) arctgx dx 

( donde W(x) es un polinomio ) se calcula por el método de integración — 
pop paptes. 

En efecto, haciendo 

« = arctgx, 

dv— W{x)dx , v= J W(x)dx= W x (. x ), 

obtenemos: 

J W(x) arctg xdx=W x (x) arctgx — J . 


Ejemplo 3. 

/= J*a rctgxdx. 

Integpamos pop paptes. Obtenemos: 


por consiguiente 


í rp?‘ <te: = í (' 1 - nb )■‘ te =•*■—" ct 8 J *■+G 

J^arctgjrrfx=^- x* arctgx — ỳx-f- arctgx-{-C. 


5. Ejemplos de Funciones no Integpables por Méto - 
dos Elementales. 

Ya hemos estudiado una serie de métodos que en algunos casos pepmiten 
exppesap la integpai indefinida de una función dada pop medio de funcio — 
nes elementales. No debe sin embargo pensapse que pueda asf represen- 
tapse una integpal indefinida por una función continua cualquiepa. Es po — 
sible, pop ejemplo, demostpap que las integrales 

Í7-*- ÍT 5 * 

no puederi sep expresadas por funciones elementales. 

Ha sido tarnbién demostpado +) que, con excepción de los tpes casos- 
que hemos estudiado antepiormente, las integrales binomias no pueden ser 
expresadas en forma elemental (Pág.227). La integpal 

f_*L_ 

J yw&' 


+ ) Pop P. L. Chebishev fNota de ia redaeión pusa) 
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donde W(x) de un polinomio de tercero 6 mayor grado puede también, en 
ciertos casos, representarse en forma elemental. 

Ejemplos. 

1. La integral no puede expresarse por funciones elementales. 

J ln X 


En efecto, introdueiendo una nueva variable por medio de la substitución 

x =e^obtenemos: f dx _ Ç £_ dv 

Jinx - J y 

Dado que la integral en el segundo miembro no puede expresarse por 
funciones elementales, sucederá lo mismo para la integral dada. 


2. La integralT ^rfxintegrada por partes, se trensforma en la siguien 
te forma 

f sin x. sin x , f cos * . 

)-F dx= -ï- + j— ÌJC - 


En el segundo miembro tenemos una integral no expresable por fun- 
ciones elementales, por lo que la integral dada no podrá tampoco expre— 
sarse asf. 


PROBLEMAS 


'• '°K -11+4 Mo’+39+C 


)yr+pï-2 ln 

a J ^ ■ +y g -* = á arct 8T'+ C (o> b * °>* 

4. Jx 4 e*<íx = r'(x 4 -4x , +12x*-24x+24) + C 

5. J* JC (x , + x+l)rfx==<r ,t (x , -x + 2) + C 

6. J ((ln x)* — 2 ln x| dx=x [(ln x)* — 4 In x + 4] + C. 

7. J (In x)* dx = x [(ln x)‘ - 5 (ln x)* + 20(In x)* - 60 (ln x) 1 + 

+ 120 In x - 120] +C 

8 . §x* 0 nxrdx = -£- j\lnx)*--llnx + -lj +C. 

9 - j (Ỳf <* f) + c - 

10. J sin*x Vcôsxdx = 2^ýcos*x — -i j rosx yêôsx + C. 

•«•ÍSí^(i+>.)v.+c 


-i + yr+?* 


+c. 




j-'rclg f j- tgx)+C. 


cos* x + 2 sin* X v 14 

13. J cosxcos2xcos3xrfx = i- ^~î + ÍÍLlî+2!^î_j. JC j +C. 


,4. e 5 -±i o 

J sin 2x 


x + 7 cos x , 


= t i«ih*i+4 1+ (t+t)|+t '”K t|+ c - 

*<**=—gjj cos 5* + cos 3* — j-cosx + C, 
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16 . Jcos** sln *xdx — j^ cos 5 x — cos 3 x — 2cos xj 4- C. 

f dx 1 cosx 2 . . „ 

l7 * J ita^ =_ T55*5“T ct8 * + C 

18 . ^ x* cos xdx — ( 3 x* — 6)cos x + (x* — 6 x) sin x -f- C. 

j dx = x\%x-\-\n |cos x\ + C. 

2°- J dx=— j arctg < 4- ln yf=^p + C 

21. J t arctg xdx = 

= ^x — ỳarctgx^ arctgx— In V 1 4-x*4-C. 

22 . J arcsin x dx=x— ỳ 1 — x* arcsin x 4- C. 

Sugestiones. 

13) Substituir en.primer lugar el producto de los cosenos por su suma; 
19) integrar por partes; 21) expresar el numerador del quebrado en la for 

ma x*-f-i_ 1 y descomponer la integral en dos integrales, integrando 


enseguida por partes; 22) integrar por partes. 


CÀPITULO XVI 


LÁ INTEGRÀL DEFINIDÀ 

I. DefiniciÔn de la Integral D e f i n i da . . Sea una función — 
y * f(x), definida y acotada en el intervalo' (a,b) («<&)-. Dividamos el in-- 
tervalo (a, b) en un número arbitrario de segmentos ( no necesariamente 

iguales), cuyas longitudes designaremos con Ajr t , Ax t , ... Ajc„*).+ ), respec — 
tivamente. 


Designemos con 5 lf Ê t , ... , £„ los puntos arbitrariamente tomados, - 
uno en cada segmento. 

Formenos la suma: 

A^/tè.jAx^-f/tèJAx.-f ... 


Fácilmente se interpreta ei significado geométrico de la suma A, so- 
bre todo cuando la función f(x) es no-negativa en el intervalo (a,b). En - 
efecto, en este caso, el producto/(S,) Ax, es iguaí al área del rectángulo -- 
cuya base es Ax, y cuya aitura es /(Ç,)» 

La suma A, por consiguiente, represen_ 
ta la suma de ias áreas de los rectángu 
los cuyas bases son Ax^.Ax,, ...Ax n y cu- 

yas alturas son /(Ç t ), /(£,), •••/(£«)( Fig. 45). t 
Llamaremos y.nr>t-«r)pna j. al oon- ^ 
junto de los segmentos AXj. Ax,, ... , Ax w 
Designaremos con el sfmbolo |ij. a la 
longitud del mayor segmento pertene- 
cientea la cortadura. 

Llamaremos normal a la secuen-- 
cia de cortaduras {3 B } si 

lim |Î B | = 0, 



en otras palabras, si la longitud dei mayor de los segmentos, pertenecien 
te a la cortadura i n , tiende a cero, cuando el número n tiende al in- 
finito. 

Por ejemplo, dividiendo el intervalo (a, b) en cios, tres, cuatro, cinco 
etc. segmentos iguales, obtenemòs una secuencia normal de cortaduras. 

Escogiendo una secuencia normal arbitraria de cortadura {&„} y for- 
mando para cada cortadura í n la correspondiente suma An, obtenemos -- 
una secuencia de sumas {A n }. Para una secuencia dada de cortaduras {í„} 
pueden obtenerse diferentes secuencias de sumas {A n } dependiendo de 
qué puntos £ se escojan. 


+ ) En lo sucesivo frecuentemente ei autor representa por* a*,, àx» ... , Ax» 
no solamente las longitudes sino también los propios segméntos.' 

Nota de la redacciôn. 
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Def in i c i ón . Si la función f(x) posee la propíedad de que para ca 
da secueaçia normal de cortaduras la secuencia {A^}de 
sumas correspondiente converge, ( independientemente de la - 
elección de los puntos i v Ç,), se dice entonces que la función f(x) es 
integrable en el intervalo (a,b). 

Demostremos que si la función es integrable entonces, para una se- 
cuencia normal {í„} cualquiera de cortaduras, las sumas correspondien 
tes {j 4„} tienden siempre a uno.y al mismo lfmite. 

En efecto, admitamos que la función f(x) es integrable en (a,b). Esco- 
jamos dos secuencias normales de cortaduras .{5 n } y {y n } designemos - 
con^nVy {A'„\ las correspondientes secuencias de sumas. Entonces la se — 
cuencia de cortaouras ô*,, î„ é*,, &'„» ••• es también una secuencia- 

normal. De esta manera, de acuerdo con la condición , la secuencia de las 
sumas A t , A t , A tt A t , ... converge. Ya que las subsecuencias de una se-- 
cuencia convergente convergen a uno y al mismo lfmite, entonces 

lim A„ =ss liro A' n , 

n -* a> »-* oo 

Vemos esta forfna que las secuencias de sumas {/i n } y {/l n '} convergen a uno 
' y al mismo lfmite. 

E1 lfmite común de las secuencias {A»}> correspondientes a las secuen 
cias normales de cortauuras recibe el nombre de integral definida 
de la función f(x) en el intervalo (a,b). 

La integrai definida se designa con el sfmbolo 

\f{x)dx. 

Observación 1. Sea y » f(x) una función continua en el intervalo - 
cerrado [a, A]. ( Posteriormente se demostrará que tal función es integrable ). 
Adinitamos que /(x)>0 para a<x<ô. Designemos con D el dominio compren 
dido entre la curva, el eje OX y las ordenadas x - a, x « b (Fig. 46). 

Formemos una cortadura i aroitraria dei segmento [a, b\ Sean M v m v 
M»> m %> ...los valores máxirnos y mfnimos respectivamente que la función f(x)- 
toma en los se^mcntos correspondienres de la cortaaura $.. Designemos -- 
respectivamente, con £„ S a , ...» 5'*, £'«> •*• los puntos en los que la función to-- 
ma los valores máximos y mfnimos arriba indicados. De este modo 

/(Ç,) = Af„ f(Z t ) = M ./(5',) = /»,, f(Z\) = m . 

Sean 

A =/ (5,) Ax, -f-/(5 t ) Ax. 4- ... = M t Ax, 4- /W.A*. + ..., 

/!'=/(&,') Ax,+/(£',) Ax,-{- ... =m I Ax 1 + /».Ax.+ ... 

Los rectahgulos cuyas bases son Ax„ Ax„ ... y las correspondientes altu-- 
ras M t , M t , ... delimitan un dominio D, mientras que los rectángulos con -- 
las mismas bases, pero con alturas m t , m t , ... quedan comprendidas en este 
dominio. 

Puesto que para cada secuencia normal de cortaduras {o„} tenemos 



LA ENTEGRAL DEFINIDA 


257 


es entonces natural determinar el área del domini’o D como el valor de - 
la integral 


]/(x)dx. 


lo que corresponderá a nuestras representaciones intuitivas 

b 

Observacióní. En una integral definidaj/(*)<** ( en 0 p 0S i C ión a - 

la integral indefinida) en lugar de x puede escribirse otra letra cualquie- 
ra. Esto es 

b b b 

j f(x) dx — dt ?=.J/(«) dz 

Ejemplos. 

1. La función y - c es integrable en cualquier intervalo y 

b 

^ c dx = c (b — a). 


Efectivamente, formando una cortadura íi cualquiera y escogiendo - 
arbitrariamente los puntos £„ £ a , .... uno de'cada intervalo pertenecien- 
te a la cortadura obtenemos: 


/fc)-* f(S % )=c, ••• 


por consiguiente, 

A — ctLx l -{-cbc t + ...=c(b — a). 

De esta manera, por definición: 

b 

J cdx = c(b — a). 

• 

La gráfica de la función y » c es una recta, paralela al eje OX. Si -- 
c>0, nuestra integral es entonces igual al área del rectángulo limitado- 
por la recta dada, por el eje OX y por las rectas x * a, x ■ b. 

2. La función y - x es integrable en cualquier intervalo y 

H=^ 


Formemos una cortadura arbitraria > dei intervalo (a,b). Escogien- 
do arbitrariamente ios puntos uno en cada uno de los segmentos 

Ax t , ... de la cortadura $ y haciendo/(x)=*obtenemos: 

/(£ a )=S a , /(£*)=£»’ 

por consiguiente, 

A =•• Ç,Ajc, -f- $,bx t -f- ...-{- 

Sean Xt , .... x „ los puntos medios de los segmentos Ajc,. •**’ 
Entonces 1 

i4 = X 1 AjC I -f-JC g ÂJC a -{-. ..-{-x^Ajfn-f-ÍÊ,— *,) Ajc,+ 

+ (5, - jc # ) Ajc, -f-... -f (5, - x n ) Ajc b . 


Ajc r . 
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Designemos los puntos de división ( es decir los extremos de los seg 
mentos que forman la cortadura d) por las letras 

a < °1 < a * < a » <• • •< a n = ^‘ 


Obtenemos: 


Ax , = a, — a, 


■ _£lÌÍ?» 

* 2 

*x,=a,-a„ x, = 4±i' 


Por lo tanto 


Asf pues 

donde 


XjAjc, . .-\-x n Ax n = 

— a * -L -1— | y-a*,-, 

— 2 ‘ 2 i ‘ ‘ ‘ ' 2 


Como 


(/?| = |(Ç, — j:,) Ax, 4- (£, — X t ) Ax t -f... 1 < 


|5,—x,|<lAx p |5 f —Jf,|<ỳAjf„ 

’ |R| <4 ix, |8| +1 ix, |8| + ... = ì (6 - o) |8|. 
1< 

{d n \ entonces 



Fig. 46 

Por lo tanto, si tomamos tna secuencia normal arbitraria de cortadu 


\R n \^±(b-a)\i n \. 

Dado que ,im l&»l = O.entonces lim/? n = 0, por lo que 
asfqiie 

a 

La imagen aeomôtrica de la funcidn y • x es una recta. Si O <a<^. 
entoncea ia integral defjnida representa el ârea del dominio iimitado 
por la recta dada.por el eje OX y por las rectae x-a.x-b; ea obvio 


que ee trata del área de un trapecio. 

3. Si la función f(x) es idénticamente nula en todo el intervalo (a,b) - 
con exclusión de un número finito de puntos,.entonces 

b 

\f(x)dx = 0. 

Sea k el número de puntos en los que la función es distinta de cero,- 
y sea M el valor máximo de la función f(x) en el intervalo (a,b).Para — 
una cortadura A, cualquiera, tenemos 
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|>1|<2AAÍJÍJ. 

Asf pues, si {í„} es una secuencia normal arbitraria de cortaduras - 
y {A n } es la secuencia de las sumas correspondientes, entonces 
|AJ < |ÍJ, n = 1, 2, ... 

Ya que ij m |$ i —o. entonces lim /l B = 0,por lo que 
*-*• " * 

$/(x)</x = 0, 

• 

fl. Alguna» ppopndad»» de la» Integpalea Definlda». 

D* 1« d«finioiOn da integpal dafinida.se daduca fáoilmanca ios aiguiantaa 
taopanjas: 

Teorema 1. La suma de dos funciones f{x) y <p(x), inte- 
grables en el intervalo (a,b), es también integrable en 
este intervalo y 

$ [/(*) + <P W] dx=\f{x)dx -f J <p(x) dx.. 

DemcatraoiÔn. Si es 6 » una cortadura arbitraria.tanamos : 

A=/(5j)Ax, 4-/(5*) 

A' = <p(£i) Ax,4-<p(S t )Ax 1 + .. 

A + A'=lf &) 4" f (5,)] Ajt, 4- [/ (5,) 4" <P (5.)] Ax t + ... 

De este moído, si {í n } es una secuencia normal arbitraria de cortadu_ 
ras, entonces 

lirn (A n + A' n )= lim A n + lim A' n , 

por consiguiente, la función /(x) + <p(jc)es integrable en el intervalo (a,b) y 

([/ (*) + <P (*)] dx = j f(x) dx+jy (x) dx. 

Anâìogamente sa puade damostrap al siguienta 

Teorema 2. E1 praducto de una constante arbitra-- 
ria C por la función f(x), integrable en (a,b) es inte-- 
grable en este intervalo y 

C cf(x)dx = c \f(x)dx. 

a 

Ejemplos. 

1. Basándose en los ejemplos del párrafo 1, determinar el valor de - 
la siguiente integral: 

/= $ (bx + c)dx. 

0 

Tenemos: 

i i i i 

/=$6xdx+$ c dx = b^x dx + c^dx—^b + c. 



260 


CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


2. Si las funcíones f(x) y <f(x) difier'en entre sf únicamente en un- 

número finito de puntos del intervalo (a,b), entonces, suponientìo que una 
de ellas sea integrable, puede afirmarse que ia otra también lo es, y que 
además 

b b 

^f(x)dx= J ! f(x)dx. 


En efecto, admitamos que ipW es integrable en el intervaio (a,b). 
En virtud del ejemplo 3, Pág.258tenemos: 

fí/W-<pW]^ = 0. (1) 

Puesto que 


/ ( *)=[/(x)-<f>(x)]-h<p(*), • 

entonces la función f(x), suma de dos funciones integrables, es integrable 
y, en virtud de (1), se obtiene la relación deseada. 


3. Integrabil idad de una Fupción Continua. Sea y«f(x)- 
una función continua en el intervalo Formemos una cortadura ar 

bitraria i t del segmento [a % b\ Designemos con Mj, ... los valores- 

máximos y con m^, m^, ... los valores mfnimos que la función f(x) toma - 
respectivamente en los segmentos Ax t , ... .de la cortadura î. Hagamos: 


á 


í = m Ax, -f m t bx t -f . 
/!=/(£,) Ax.-f/íyAx, 


«... I 


Llamaremos suma superior al número S y 
s, correspondientes a la cortadura í. . 

Tenemos obviamente: 


suma 


(1) 

infe rio r 


114 


s^A^S. 


Lemal.Si ia función f(x) es continua en ei intervaio -- 
( a,b) y si'{i n }í presenta una secuencia normal arbitraria 
de cortaduras del intervalo (a,b) , entonces lim ( 5 » — = 0 

(S n y s„ representan la suma superior e inferior corresponaientés a - 
ia cortadurai„). 

D emostración. Sea ì una cortaoura arbitraria. Conservando - 
la notación anterior, tenemos, en virtud de ( 1 ): 


S — s = (M , — m,) Ax, -f (M t — m t ) Ax, -f... (2) 

Puesto que la función es uniformemente continua en el intervalo [o, b\ r 


entonces, para todo e>0 se encuentra un ï)> 0, tal, que si |S'— 
entonces |/(S')—/(DÌ<e.Admitamos que p5|<r,; entonces 


Por consiguiente M \ — m j< e » M » — /n,<e,... 


es decir 


S — s < eAx, -f eAx, -f ... =e(Ax,-fÁx 4 + ...),. 
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0<S — s<t(6 — a), |í|<ï). ( 3 ) 

Puesto que lim|i„| = 0, existe entonces un número N tal que para ca- 

da n>N se tendrá ]?».Í< T 1- De donde, en virtud de (3), para n>N ten — 
dremos 

0<S„ — s„<Ce(t> — a). 

Dado que « puede ser un número positivo cualquiera, entonces 
lim (S„ — s„) = 0. 

Lema 2, Sean t y ydos cortaduras de [a, b\ .Si la fun- 
ción f(x) es continua en[a,*],y si S designa a la suma -- 
superior correspondiente a la cortadura d y s’ la suma 
inferior, correspondiente a la cortadura f , entonces 

S^ss’ 

( es decir toda suma superior es igual o mayorque una suma inferior- 

cualquiera). 

Demostración. Sea 

S = -f- M t bx t ..., s' = /w,-f- m t Ax' t -[-... 

Adrnitamos inicialmente que f(x)z *0 para a<x<í ( V er Fig. 46). 
En este caso D designará la región limitada por la curva y -f(x), el eje - 
OX y las rectas x=a y x = b . Fácilmente se observa que los rectán — 
guios con bases bx v bx t ,... y alturas Aí„ M tt ... cubren por compieto al domi- 
nio D, y que dentro de este dominio se hallan todos los rectángulos con ba_ 
ses Ax' v ... y alturas Se deduce oe aquf que los rectángulos -- 

con bases òjc v Ax t ,... cubren a los rectángulos con bases, ... .Puesto -- 

que S es la suma de las áreas de los rectángulos primeros y s' la de - 
los segundos, entonces 

S^ss'. 

Si ahora la función f(x) es no-negativa en [a, ô], entonces, haciendo 
7(x)=f(x)-m 

( m es el valor mfnimo de la función f(x), obtenemos: 

f(x) o a < x < b. 

_ De otra manera S^s' (aquf, s es la_suma superior de ia función - 
/(x),correspondiente a la cortadura î’ y F es la suma inferior, corres- 
pondiente a la cortadura ó' ) # 

Pero 

S = M t Ax, -{- M t bx t -f-... = (Aí, — m) Ajc, -f- (M t — m) Ax t -j-... 

( M lt M t ,... son los valores máximos de la función f(x) en los intervalos Ax x , 
•••);Asf pues. 


5 = 5 — m(b — a). 
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Análogamente obtenemos: 

s' — s’ — m (b — a). 

Ya que Ssss\ entonces 

S — m (b — a) > s' — m (b — a), 

es decir 


Sszs’. 

Teorema. Una función y ®flx), continua en el interva- 
lo[û»^]es integráble en este intervalo. 

Demostración. Sea una secuencia normal arbitraria de cor 
taduras {S h }, {s n } las sumas, superior e inferior respectivamente, corres- 
ponoientes a las cortaduras t n y {A„} las sumas definidas en el párrafol. 

Si P y ç son números naturales arbitrarios, entonces, de acuerdo con 
el Lema 2, 

S p ^ S q ^ S p■ 

Por lo que 

S p — $ q^ S q — S q , S q -S p ^ Sp -S p . 

De donde se sigue que 

— ( S q — s q)*^ S p S q^ S P V (4) 

Dado que de acuerdo con el lema 1 

lira (S„ — s H ) = 0, 

n-+ oo 

entonces, escogiendo un número arbitrario s>0, hallamos un N tal que - 
para «> N 

0<s„ — S„<e. 


Si, por consiguiente, p>Ny q>N, entonces, en virtud de ( 4 ) 

—*<S p — S ff <e, 

esto es 

|S,-S f |<t. 

De donde vemos que la secuencia {S B } satisface la condición de Cauchy, 
siendo por lo tanto convergente. 

Puesto que 

*,=S„ —(S„ —s w )i 

entonces, en virtud del lema 1, 

lira s m = lira S„. 

n-»oo n-*cp 

Tomando en cuenta que 

s n *£,A n < S„, 


conclufmos, en base en ( 5 ), que existe el lfmite 
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Asf pues. la función f(x) es integrable en el intervalo [°, *] . 

4. Alaunas condtciom» de Intagrabllldad . Ppesentemos 

aqui i sin demostración ) algunas condiciones de ìntegrabiliaad de funcio- 

nes discontínuas . 

Teorema 1. Una función acotada, con un número fi- 
nito de puntos de discontinuidad en el intervalo [c, £], 
es integrable en este intervalo. 

De aquf se sigue de inmediato que una función acotada, con un núme- 
ro finito de puntos de discontinuidad en [a, b\, es integrable en todo inter- 
valo parcial [a, p] (a<a<psg£) 

Es válida asf mismo la siguiente proposición. 

Teorema 2. Si una función es integrable en el in-- 
tervalo [a,í], es entonces también integrable en cualquier intervalo par 
cial [®>W (a<a<psS£) . 

Ejemplos. 

1. La función 

/(*)= f 'êj (0<X<1) 

es continua en el interior del intervalo ( 0, 1 ). Si está definida en los ex- 
tremos del intervalo por medio de las condiciones 


/( 0 ) = 0 , /( 1 ) = - 1 , 

entonces, como es fácil probar 

• um /(*)=/(0), lim f(x)=/( 1). 

*-*.+0 *-*l — 0 

Asf pues, esta función es continua también en los extremos del intervalo 
y por consiguioite, integrable en el intervalo [0, 1] 

2. La función 

f(x) = sin j , 0<x<l, /(0) = 5, 


es integrable en el intervalo [0, í], ya que es acotada y tiene en este inter 
valo un solo punto de discontinuidad: x = 0. 

3. La función 


( lpara0<x<l, 

0 » 1<X<2, 

3 » 2<x<3 


es integrable en el intervalo ( 0,3 ). En efecto, es aootada y tiene única-- 
mente dos puntos de discontinuidad'. x=\ y x = 2. 

5. Cortadura del Intervalo de Integración. 

Teorema. Si a<ô<c y si la función f(x) es integrable en el interva- 
lo (a, c), entonces 

\f(x)dx+ \f(x)dx= lf(x)dx. 

a b a 

Demostración. Formemos una secuencia normal de cortaduras - 
{$„} del segmento (a,c) de tal suerte que el punto b sea un punto de sepa- 
ración para una cortadura arbitraria à„. . Representemos con {>!„} la se- 
cuencia de las sumas correspondientes a las cortaduras . La suma A n 
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puede escribirse de la siguiente manera: 

A a = [/(S;> Ac; +/(£;) a*;+...]+[/&) a< +/(Sj) +...j, 

donde A+, A*;,.... y A^, ... denotan segmentos de la cortadura 

contenidos en (a # b ) y en (b, c); respectivamente. 

Designando con A' n ia suma encerrada en el primer paréntesis y con 
l JC n la encerrada en el segundo, obtenemos: 

a b =a;+^. (í) 

Admitamos que la función es integrable en ( a.c); entonces, de acuer_ 
do con el teorema 2, parágrafo 4, será también integrable en (a.b) y en - 
(b, c), y además 

e b * 

litn A„ =[/(x) dx, li* A; = J/ (x) dx, lim A" n = ] f(x) dx. 

»-»00 m »-»00 0 »-** b 

De donde, en virtud de (1), se deduce la validez de nuestro teorema. 

Ejemplo. Sea f(x) una función dada, definida en el intervalo ( 0, 1) - 
de la siguiente manera: 

/(*) = 


Esta función es acotada y continua en todo el intervalo ( 0, 1 ),- 

excepto en el punto x=ŷ, siendo por lo tanto integrable. Tenemos: 

ì i 

i s i T i 

J f(x)dx= \f(x)dx+ \f(x)dx=\xdx + l\dx=±+\=l- 
0 0 1 0 1° 

7 ■ T 

( ver los ejemplos del parágrafo 1 ). 

6. Algunas Des i gualdades para las Integrales Defi - 
nidas. 

Teorema. Si la función y - f(x) es integrabie en el intervalo [a, í»] y 
en 61 satisface la condición 

m<f(x)<M para a<x<b, 

entonces * 

m(b — û)< \f(x)dx<M (b — a). 

La demostración se obtiene de la observación de que para cada cortadura 
I î tenemos 

m(b — a)<A*zM(b — a). 

Observación. De este teorema se sigue que si 
f(x)Z* 0, 

entonces k 

\f(x)dx^0. 


{ x np H 0 < x < i, 
1 » < X «s£ 1. 
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Basta en efecto hacer m= 0. 

De aquí se desprende de inmediato que si las funciones f(x) y 
son integrables en[a, í]»y si satisfacen para a<x<£ la desigualdad 

/W<ï(4 

entonces b b 

[f(x)dx<[y(x)dx. 

• • (>) 

En efecto, para a<x*zb tenemos <?(x)—f(x)£*0, por lo que 
S [<P (x)—f(x)]dx> 0, 

porconsiguiente 

» » 

J <p(x)dx— [f(x)dx>0. 

• • 

De aquf se deduce la desigualdad ( 1 ) . 

Ejemplos. 

1. Consideremos la función 

f(x)=x(\— x). 

Determinando sus valores máximo y mfnimo en el intervalo ^O, 1]. se ob- 
serva fácilmente que 

0 </(x)<4 (0<*<1). 

De aquf tenemos que 

0< J jc(1 — X )dx<\, 

o 

La evaluación inmediata de esta integral, según un método conocido, 
nos da un valor de 1 /6, valor que satisface la última desigualdad. 

2. La función 

f\x) = x? (x > 0) 

es continua en el intervalo (0,1), si imponemos la condición f(0)«l ( ver - 
Pág 134 ejemplo 6). 

Como es fácil comprobar, esta función toma en este intervalo un va_ 

lor mfnimo para x = j-, ( ver Pág-,129 problema 4). siendo este valor mfni- 

mo e ~T Por otra parte, es evidente que f(x) < 1 (0<jc< 1). Podemos por 

lo tanto tomar m = e~ •, M= 1 

Obtenemos entorices la desigualdad 

_i_ 1 j 

e '< $ **<£*< l (e~ T = 0fiQ2 

0 

No es posible en este caso calcular el valor exacto de la integral — 
por métodos elementales. 
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3. Si / (x) y <p( x) son funciones continuas en (a,b), entonces para toda 
I £ 

/w=ycr(*)+vpwr*f>o f 

de donde a 

b b b 

I (X) = $ <p* ( x) dx -f- 2\ j f(x) <p (x) dx- j- J /‘ (x) dx ^O. (2) 

a a a 

Dadq que el trinomio 

aX* + 2^+ Y 

es no-negativo para todos los X cuandoy solamente cuando 
p f —ay<0, es decir 14 

entonces, en virtud de (2) 

h * b b 

[ j / (x) <p (*) dx\ <5 /‘ (X) dx 5 <p* (x) dx (3) 

’ a a * 

\\f(x)y(x)dx\<.^ \r(x)dx-\f \y*(x)dx. (4) 

Para <p (jc) = 1 obtenemos: 

] \f(x)dx\^Vb-^a^\f*(x)dx. 

a a 

La desigualdad (3) y la (4) correspondientemente (la que, como puede 
demostrarse, es válido para una pareja cuaiquiera de funciones integrables) 
se designa como desigualdad de Schwarz. 

7. L fm ites de la Integral. Introduzcamos la siguiente defini- 
ción. Sea f(x) una función integrable en (a, b), a<b. Hagamos entonces 

4i à 

\f(x)dx = -\f(x\dx, 
b * 

{f(x)dx = 0. 

C 

Teorema. Si a,b,c son números arbitrarios, entonces 

b e e 

\f(x)dx+ \f(x)dx=[f(x)dx | (1) 

a b a 

bajo la condición de que todas las integrables existan. 

Demostración. Si a<C.b<C.c, i a relación ( 1 ) se deduce entonces -- 
del teorema del parágrafo 5. 

Adr itamos que a<c<ŷ. Entonces 

c b b 

\f (x) dx+\f(x)dx=\f(x) dx, 

« e a 


por consiguiente 
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de donde 


* e e 

\f{x)dx+ J f(x) dx=\ f( X ) dx. 

• b i 


Si admitimos que a = c, el teorema será evidente . En efecto, en — 
este caso tendremos: b a a 

J / (x) dx + $ / (x) dx =0 = $ f(x) dx 

• b a 

Razonamos en una forma análoga si b = c 6 si a = b. 

Observación 1. La fórmula ( 1 ) puede escribirse también de la si- 
guiente manera: t a 

J f(x) dx -f \f(x)dx+ \f(x) dx = 0. 

a b c 

Observación 2. Los números a, b que aparecen en la integral 

a 

se denominan lfmites + ^ de esta integral, independientemente de que a<*b 
o de que o>& . E1 número a se llama lfmite inferior, yelb, lf- 
m ite superior. 

8. Función del Lfmite Superior ( o Inferior) de la 
Integral. 

Si la función f(x) es integrable en [a, *]» y si o es un punto cual- 

quiera del intervalo [a, à] t puede entonces definirse una nueva funciÓn -- 
f(x) por medio de la fórmula 

X 

F(x)=lf(t)dt (a*zx<b). 

La función F(x) es definida para cualquier x del intervalo t a » 

La función F(x) es entonces una Función del lfmite superior de la integral 
de la función f(x). 

Análogamente puede considerarse una función del lfmite inferior de 
la integral de la función f(x), es decir, una función 

<à(x)=\f(f)dt. 

Es claro que 

$(*) = _/?(*). 

Es necesario no perder de vista que la función del lfmite superior - 
o inferior, depende rambién de la elección que se haga del punto * . 
Teorema. L a función 

F(x)=\f(t)dt 

es continua en cualquier punto del intervalo (a.b). 


) Más exactamente, lfmites de la integración. ( N. de la R) 
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Demostración. Sean x % y puntos arbitrarios del intervalo — 

(a,b), Tenemos: 

f ? (*,+*)-f ? (*.) = J /mt—\fV)dt =J/(0^+ J 

• • X» « 

por lo que, según el teorema del parágrafo 7 

*»+x 

í ’K+m-í’w= J m<u. 

*• 

Sea f(x) una función que en a<x<b satisface la desigualdad 

|/(*)|<L 

De acuerdo con el teorerqa del parágrafo 6 ( Pág.264) y ( 1 ) : 

De donde se ve que 

I/’(*.+!)-/’<*,) |=0. 

X 

Pero esto significa que ia función J/W * es una función continua. 
Observación. Es evidente que iâ función 

*(x)=\f(t)di 

X 

es también una funciÓn continua, ya que 


$(x) = _/( x) . 

Ejemplos. 

1. La integral 

es una función continua para x>o. Como se demostrará ( ver adelante, - 
teorema 3 del parágrafo 9), 

/=• (jc) = In jc. 

2. Análogamente 

^)=Jrí? 

es una función continua para todo x. Aquf se tendrá 
F (x) = arctg x 

( ver adelante, teorema 3 del parágrafo 9). 

3. La integral 

fW =-í yo-*V*V <0< *<" 

0 


es tambien una función continua para 0<x<1. Sin embargo, no es posible 
evaluárseie por métoaos elementales. Esta función es llamada integral 
el fptica. 
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4. Puede decirse lo mismo respecto a la función 

F(ji) =Ít 1 ‘ W ' 

0 

continua para todo x. (Para t » 0 , tomamos como valor del integrando -- 
igual á 1 ). 

9. Integral Definida y Funciôn Prim itiva. 

Teorema. Si la función f(x) es integrable en [a, 6] , - 


*<íy existe entoncés 

^ f(t)dt y es ìgual a ia función 


la derivada de la función 
integrando en cada pun- 


to en el que esta función sea continua.. 

Demostración. Sea f(x) una función continua en el punto x. del inter 
valo [a t *]. Entonces, escogiendo un número arbitrario t>0, podremos - 
hallar un ti>Ò, tal que para cada punto x del intervalo [o, *J, 6atisfaga - 
la desigualdad 

(1) 

pudiendo utilizarse también ia desigualdad 


esto es 


l/W-/(x # )|<«, 

/( X ,) — • </(*) </(*,) + «• 


Haciendo 


F{x)=jn<)dt, 


( 2 ) 


hallamos 


/ < x ) — F(x j) 


1 



Por consiguiente, si x^atisface ia desigualdad ( 1 ), entonces, en virtud de 
las desigualdades (2) y del teorema del parágrafo 6 

/ w - • < </<*.>+•■ 

Puesto que • fué arbitrariamente escogido, 
llm f| *llC. ( - =/W' 

x-*x 9 * 

es decir, F-(*ì) existe y 

/*(*,)-/(*.)• 

De esue teorema se sigue inmediatamente la siguiente proposición: 
Teorema 2. La función continua f(x) en el interva- 
lo [a, b ] posee en este intervalo una primitiva. Esta primi- 
tiva es la función 

F(*)=\f(t)dt + C. 

Observación. Puede demostrarse también el teorema 1 para la fun* 
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ción 




Efectivamente, tenemos: 

X « 

es necesario, sin embargo, notar que 


(*)=■-/( x). 


Teorema 3. Si F(x) es la función pri miti.va de la fun- 
ción f(x), contin.ua en el intervalo .[«, é]. entonces 

\f(t)dt—F(x) — F( o), (3) 

Demostración. Puesto que F(x) y son las funciones primiti- 

vas de la función f(x), diferirán entre sf únicamente en una constante. 

Por consiguiente , 


J f(t)4t = F(x)+.C. 


Haciendo j; = oi, obtenemos O^/^aJ-j-C. De aquf se sigue queC= — P(a), 
asf que x 

S ff) dt — F (x) — F(a). 


Observación. Haciendo x=b, a=a t en la fórmula (3), obtenemos: 

b 

\f(t)dt = F(b)-F(o). 

La fórmula (4) nos permite calcular una integral definida si se cono- 
ce la función primitiva, es decir, si se conoce la integral indefinida. 

Para ábreviar, ia fórmula (4) frecuentemente se escribe en otra for- 
ma: * 


Por ejemplo. 



Ejemplos. J 

1. Caìcular la integral ^sinxdx. 
Puesto que 0 

J i\nxdx= — cos x, 


I 


sin xdx= — cos -î- -f- cos 0 = 1. 


entonces 
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2. Calcular la integral §x"djc, 1 

Dado que 0 

§x n dx = 7r -p i . 


í 


3. Calcular la integral 
Dado que 




+1 

dx, a>0. 

-ýlnîo 1 - g- II 


f 




4. Calcular la integral [~£dx. 
Tenemos: 


j cos* * 

0 

sin* x _ tg* x 
coa' x co» 1 x ’ 


Por consiguiente, haciendo |gx=f, ~-^=dt, obtenemos: 


y de donde 


f 


•b*.. w®_i 

£5Fï" =_ 5 5 s- 


( n, número natural) 


5. Calcular la integral 
T 

l n = $ sin "xdx 

0 r 

Para la integral indefinida } sin H xdx obtuvimos ( ver Pág.212) la fórmu 
la de reducción 

J an—xix. 

De donde , . 

Si el pnmer sumando del segundo miembro serâ entonces nu- 

lo y por lo tanto 

Con ayuda de esta fórmula, y teniendo en cuenta que 

1 —— / = ì 

V 2 • — *» 

fácilmente obtenemos por inducción: 
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-î' 


1 L 2n ~ i — 

2*4 2n 2 * 


2 

' = | s 


2n 

2«-H* 


10, Teorema Integral sofare el Valor Medio. Si la - 
función f ( x} es incegrable en el intervalo {a, *], entonces el número 



se llama valor medio de la función f(k) en el intervalo[a, í>] . 

Es válida la siguiente proposición: 

Teorema integral del valor medio. Si la función f(x) 
es acotada y continua en el interior del intervalo [a, í], 
existe entonces dentro de este intervalo un punto 
( a <£<0)tal *que b 

ní\=ï~W x)dx - 

Demostración. Hagamos para 

F[?c)=\f(t)dt. 0) 

La funciÓn F(x) esuna función continua en [û. *] y ûe acuerdo con el 
parágrafo 9, posee en cualquier punto de este intervalo una derivada 

F{x)=f(x), a<x<í>. * (2) 

Además, de acuerdo con el teorema del valor medio, estudiado en - 
el Cálculo Diferencial, existe un punto S, que satisface la relación 

F(b)~F (a) = (b — a)F ($), c<e<*. ( 3 ) 

Ya que, de acuerdo con (1) 

P{P) = [f (t) dt, F(a)=l f(t) dt = 0, 
entonces, en virtud de (2) y (3) ^ 

J mat=(b-a)m. 

De aquf se obtiene la demostración de nuestro teorema. 

Ejemplos. 

1. E1 valor medio de la función 

f(x)= X (í —x) 

en el intervalo ( 0, 1 ) es igual a 

i 

jf(x)dx=L, 
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Puesto que esta función es continua, entonces, para un ciertox=Ç (°<í<1) 
tendremos: 


demostrándose fácilmente lo propuesto. 
2. E1 valor medio de la función 


/{x)=xs\nx 


en el intervalo (0, ir) es igual a 




x sin xdx = 1. 


En virtud de la continuidad de esta función, tendremos por consi- 

guiente, para un cierto £f del intervalo (0, n) la igualdad ÇsinÇ=l. ( Se - 
demuestra fácilmente y en forma inmediata que existen cuandp menos dos 
valores tales de î\). 


PROBLEMAS 

1. Calcular las siguientes integrales definidas. 


a) f àx n . 

J û" î*? 4ab' 


b) 


ívT 


2jc 5 T " Ï5’ 

= -sr ln -j-; 


, r ax _ 1 6 

C>)«*+5x+4 = T ln 7 


d) f dx _ 2n 

jJ 3^5- 1 

2 * 

< <• / oipara«*«. , * 

ei \ cosmxcosfljc</x = < m,n, enteros positivos) 

0 J (*'para"» = « 

i 

Jarcsinxrfx = ŷ — 1; 


r_£i±i 

g) J +* x + * 


‘ 2yT’ 


h )Jr 


l) í?cô? 


’x+HFsWx 2ab 


(a>0, *> 0)i 
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2. Demostrar que el valor medio del radio vector de la ehpse 
r = _ E _ 

1 — * COS <p 

es ìsual a la rmtad de su eje rnenor. ( Como se sabe, 

b * V'a* - fr 1 

v a * a 

donde a, b designan los semiejes de la elipse.) Procede de aquf calcular 
el valor medio de la función 


, P 

1 — I COS tp 


en el intervalo (0, 24 

3. Calcular el valor medio de la funcîón 


ti-\ _ cos * * 

8hi* x -j- 4 cos* * 

en el intervalo |^0, -^j Comprobar directamente que este valor medio- 

es el valor de ia función f(x) para un cierto * = Ç de este interva- 
lo. 

4. Tomando en la desigualdad 

» 

m(b - a)< ^ f(x)dx^M(b — a, 


m y M’ como los valores mfnimo y máximo de la funcirtn 


f(X) = X(l — X)* 

en el intervalo (0,1), demostrar que 

o 

Comprobarlo después por cálculo directo de la integral. 

5. Cai.ci.ilar con Ifmites de 0 á 3 la integral de la función f(x) defini- 
da de la siguiente manera: / X _ x para o«sxs£l 

/(■«)=< 0 para l<x<2, 

l (2-x)* para 2<x<3, 

y vérificar directamente que la función obtenida 
F(x)= \f(t)dt 


es continua en el intervalo (0,3), y que su derivada en un punto cualquiera 
del interior de este intervalo existe y es igual a f(x). 

6. Con ayuda de la fórmula (4) de la Pág.213demostrar que 


\ 


cos in+1 xdx 


2-4 ... 2 n 
= 3-5 ... (2n4-1)’ 



LA INTEGRAL DEFINIDA 


275 


5 


cos*'* 


X dx — 


1-3 ... (2/i — 1) * 
2-4 ... 2/i 2 


para todo número riatural « . 



CAPITULO xvn 


TRANSFORMAQON DE INTEGRALES DEFINIDAS. 

INTEGRACION DE SECUENOAS Y SERIES 

1. Cambio de Variables en las Integralee Definidas. 
Se requiere efectuar en la integral 

b 

J f(x)dx 

la substitución x — y(t) . Tiene lugar entonces la siguien- 

te fórmula de substitución de variables en una inte- 
gral def inida : 

b p 

\f(x)dx = J/[(p (0]<p' (t)dt, 

donde 

<p(a) = o, <p(p) = ô. 

Demostraremos esta fórmula bajo las condiciones: 

1. Las funciones <?(t) y cp'(*) son continuas en [a, p]. 

2. La función f (x) es definida y continua para todo valon que la fun - 
ción x=<?(t) adquiera en el intervalo [*, ?]• 

3. <p(a) = û, y(P) = d. 

Demostración. Designemos con M y m, respectivamente, los 
valores méximo y mfnimo de la función: 

x = <f(t), a 

Sea 

F (x) = ^ f (x) dx, 

De acuerdo con el teorema de la substitución en ias integrales indefi 
nidas (Pg.206), es válida, para a ssí<p , la siguiente igualdad: 

^[<P(<)]=J/[<P (0]f' (t)dt. 

De donde 

9 

yit V)W V) dt = F[y (P )]-F[v («,] = F (i) -F («,. 


0 ) 
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Ya que 


J f(x)dx = F(b)—F(a) t 


( 2 ) 


entonces, de la comparación de las dos últimas igualdades, obtènemos 
la fórmula buscada. 

En muchos casos, sin considerar la posibilidad de determinar la 
integral indefinida de una función dada, es posible calcular la integral 
definida dentro de ciertos lfmites por medio de un cambio conveniente 
de variables. 

Observación. Si en vez de la condición 3 hubiéramos tenido la con 
dición 


¥(?) = « <p (*)=*, 

entonces, como es fácil demostrar, en lugar de la relación (1) hubiéra 
mos obtenido 


f» 

J/[<f (t)]<t'(t)di = F(a)-F(à). 


De donde, en virtud de 

la relación (2) 


J /( x) dx = (/[<p (0] <p' (t) dt. 

a $ 

Ejemplos. 

1. Calcular la integral 

1 


/ = J x y 1 x* dx. 

Hagamos 

VT+x* =t. 

es decir. 


Tenemos 



t— 1 para x=0, 

t = v 2 para x=ì. 

Puesto que 

£ 

II 

entonces 



2. Calcular la integral 
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Hagamos 


* = tg/, 

Los nuevos lfmites de integración serán, como es fácil ver, 0 y í., 
Asf pues, 

0 0 0 

f ant+co u f 

- ) cos t J co st 

0 0 

T 7 7 

= J ln V2dt-\- Jln cos ^ — t\dt—[ 1n cos tdt. 

0 0 0 

Haciendo en la segunda integral 

?r — t = U, dt= — du. 

4 

obtenemos: 

T o T 

J ln cos ^ — ^) = J( — 1° cos u)du = J ln cos u du. 


De este modo, las dos últimas integrales se anulan. Obtenemos 
consiguientemente 


í ! TT^‘ t ' = Ì ln ^ 2 ‘" = T'" 2 - 

0 0 

3. Calcular la integral 


(* x sin 

jr+^ 




-j- cos‘ x 


Haciendo en la segunda integral 

x=n — t. 
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obtenemos: 


dx =— dt. 


f -jjfllg— r — f (” — t) s in (« — t) _f (« — Q sin t 

J -f~cos *x J l-fcos*(7t-0 d J 1 -j-cos *t dt ' 

!L * o 

2 T 

Escribiendo nuevamente x en lugar de t, hallamos: 

« T T 

f x s in x. _f x slnx ^ ,_f* sin x , 

J 1 -(- COS* X J 1 -f- COS* X J 1 -j- COS* X x 

T T 

_f* xsinx . _ T sinx dx 

J 1 -f- cos* x dX n J 1 + cos* x ‘ 

0 0 

Evaluando esta integral por un método ya conocido, obtenemos fi- 
nalmente: 


I 1 cos* X 


Problemas 

Calcular las siguientes integrales definidas. 

1. j (.-{/?)** _g. 


Substitución X = sin’<p. 



Substituciôn x — a cos <p. 


3 -í 


dx . . 2 4-V 5 

, dx = ln . 

yx*-f fl * l-f/2 


Substitución x = atg<p. 


2a 

4 • J V2ax — x* dx = . 

Substitución x = 2a sin* <p. 


2. Intégración por Partes, Sean las funciones f (x) y <p(x) , con 

tinuas en conjunto con sus derivadas en el intervalo (a, b). Sea ade - 
más. 


Entonces 


F(x)=f(x)<?(x). 
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F (x) =f (x) <p' (x) +/ (x) <p (x). 


Puesto que 


entonces 


de donde 


^F(x)dx=F(x) I*. 


J [/ x) <p' (x) +/' (x) tp (x)] dx =/(x) <p (x) | *, 

b b 

Ijf(x) tp' (X) dx =f (X) <P (x) | * — j f (x) tp (x) di. 


Ejemploe. 

1. Calcular la íntefiral 

J x cos x dx. 
o 

Haciendo en la fórmula (I) 

/(x) = x, tp(x) = sinx, 


obtenemo8: 


x=xsinx I* — Ç s 


2. Calcular la intefiral 


Haciendo 



—. 2 . 


( 1 ) 


f(x)= x \ <p( X )=- l ±=£: t 


obtenemoe: 




E1 ppimer sumando del sefiundo miembro es ifiual a cero. Intefipando 
nuevamente por partes, obtenemos: 




Vueive a anularse el ppimer eumando, mientras que para el segundo 
tenemos 
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Por coneiguiente. 



ï ( 1 — jc )« |1 1 

10 6 lo 60 * 


0 

3. Intefiración de Secuenciae y Seriee. Demoetremos el sl 
fiuiente teorema: 

Teorema.l. Si la aecuencia {a n (x)} t de funciones con - 
tinuae en el intepvalo [a, b\ converge uniformemente 
en este intervalo a la función u(x), la secuencia de - 

X 

funciones converge entonces uniformemente 

a x 

en el intervalo [a, b] a la función ^a(í)dt. 

a 

Demoetraci6n. De ia oonvergencia uniforme de la secuenoia (o„(x)} se 
sigue que la función u (x) ee continua (págs. 151,153) y ademâs, que pa- 
ra cada nûmero «>’o , es poaible hallar un número N tal, que para 
un n cualquiera, /»> A/, tendrâ lugar la desigualdad 


|tt„(x) — û(x)|<e para 


Por lo tanto, para n>N , en virtud del parágrafo 6, (Pg.264), 

| $ [«. (0 — a (t)]dt | < e (x — a) < «(b — a), 

ee decir, 

X X 

|.J * m (i)dt — Jtí(/)di|<e(ô — a) para a<x<é. 

a a 

Pueeto que * es un nûmero positivo arbitrario, la ûltima - 

* 

desigualdad muestra entoncee que la eecuencia de funcionee {Jtt n (0^} 
converge uniformemente a la función J u (t) dt. 

Obeervación. Del anterior teorema 1, para x • b, ee deduce la relación 

b b b 

J u a (í) dt = J tt (/) dt =J linj (t)/tt. 
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eB to «8, en el caso de una secuencia uniformemente convergente, el eisno 

de integral y el signo de Ifmite pueden i ntercambiarse. 

Puede demostrarse un teorema análogo para las series uniforme 
mente convergentes. 

Teorema 2. Si las funciones de la secuencia {/ n W} 

son continuas para la serie ^f„(x) converge 

uniformemente en [a, ô] y tiene como suma a la función 
f (x), entonces la serie 

converge también u n i f o r m e m e n t e para a^x^b y 

2 J /„ (0 dt = Y W dt (° < <*)• 

En particular, 

f \\fn(i)dt=\f{t)dt. 

La detnostración se obtiene fácilmente de la definición de conver 
gencia uniforme de una serie y del teorema 1. 

Ejemplos. 

1. La secuencia {u n (x)} , donde 

u n (x)=x ", 

converge uniformemente a la función u (x) - 0 en el intervalo f0, -11 

ya que L 

|«„(*)l< 5 » paraO<*<l. 

De acuerdo con el teorema 1, tenemos: 

lim f u„ (t) dt=[ u(t)dt = 0 
o 

para En efecto, la integral 


1 

«.('»«=;+7< F+î 


tiende iiniformemente a cero para n—>oo. 


2. Hagamos 
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\n*x Si OsCxsC —, 

1 , 

U 81 !<*«'• 

Como es fácil ver, las funciones a„(x) son continuas en el intervalo 
[0, 1] Tenemos a„(0) = 0, por lo que 

lim u n (0) = 0. 

Para *>0 y _L tenemos: u n (x)=— , por lo que 

x * 

(x) = Ỳ- 

Asf pues, la secuencia {a n (x)) converse a la función 

U{X ) = T (*>°)> 


para la que u (0) »0. Esta, convergencia no es uniforme, pues la fun - 

ì 

ción u (x) es discontinua para x » 0. Calculando la integral J a n (x)dx , 

0 

obtenemos: 

ì 

1 ~n 1 

J u n (x) dx=^u„ (x) dx -|- ^ u n (x) dx = 

0 o J 

L 

0 1 

Vemos de esta manera, que en este caso la secuencia de integra 
les diverge, independientemente de que la secuencia de funciones con - 
verja. Por consiguiente, es esencial la condición de que haya conver - 
gencia uniforme en el teorema 1. 

3. La serie - 0S ” JC converge uniformemente en todo intervalo, pues 

y la serie ^como se sabe (Pg.140)» es convergente. Designan- 
do su suma con f (x), obtenemos en virtud del teorema 2, 
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En particular, para x= ŷ y para x=n obtenemos: 

0 

[f(t)dt = 0. 
o 

4. Integración de Series de Potencias. Sea que la serie de 
potencias 

fl «+V+V*+-'+û/+... (1) 

tiene un radio de convergencia R. Converge entonces esta serie para 
— R<*<R y converge uniformemente en cada intervalo [a, b\ don 
de —Sea f (x) la suma de la serie (1). Según el teorema - 
2, tenemos: 

X X X X X 

*J f(x)dx= J a 9 dx-\- \a l xdx-\- J a x x'dx-\- ... C a n x"dx -}- ... 

0 o 0 0 0 

(—R<x<R). 

En otras palabras 

y ix )dx=a,x+íx '+...+^:"' + ... (2) 

{-R<x<R). 

La serie (2) converge uniformemente en cada intervalo [a. H 
donde —R<a<b<R. 

Observación 1. Si 

F(x) = §f(x)dx, 

entonces 

§f(x)dx = F(x) — F(0). 
o 

De aquf, haciendo F(0) = C , obtenemos en virtud de (2): 

fW = j/W</* = C+ V :+f*.+ ...+j^ T ^' + ... 

Asf pues, la flltima serie representa ia integral indefinida de ia funoidn 
f (x) ppra — R<x<R. 

Ejemplo. Integrando entre loa Ifmites de 0 a x las series de potencias 
conocidaa (Pg. 165): 
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Vï 


^.=1 

==i +Ỳ<‘+^< 4 +• • • + l;3 â:ŷ.^ 5r JÌ<M +■ • - 


convergentes para |^|<1, obtenemos las series: 


5 •**T' 1 ’ 2/1-H 

1^2 3 T4 5 + -1-T4...2/I 2TFT + ” 


convergentes también para |x|<i. 

Haciendo en la última serie x =y> encontramos: 

JL— 1 | 1 1 ■ 1-3 1 , 

6 2^2 3 2* > 2.4 5-2* '•* ' 


Con esta serie se calcula cómodamente a n. 

Observación 2. Si la función dada f (x) admite un desarrollo en se 
rie de potencias, es posible entonces obtener la integral de esta fun— 
ción integrando término a término esta serie. E1 método indicado para 
obtener la integral, es particularmente cómodo cuando no sea posible - 
evaluarla por algunos otros métodos. 


Ejemplos. 

b 

1. La integral J 

no puede evaluarse por medio de los métodos anteriormente descritos, 

ya que la función primitiva no pertenece a las funciones elemen 

tales conocidas. Puede sin embargo evóluarsele fácilmente empleando 
un desarrollo en serie. En efecto, tenemos: 

sínx= .£ j _í!_l_| r _... + ( _i ) » 

por consiguiente, para 

"-'-n+n—• 

La serie en el segundo miembro converge (a la unidad) también para 
x - 0. 

La función !!££ no es definida para x - 0, pero tiene el lfmite 

lim !!!!£= 1 
* 

(ver Pg. 52 ). Por consiguiente, si en el punto x - 0 le asignamos un va 
lor 1, obtenemos entonces la función representada por la última serie 
de potencias, que ©s discontinua para todo valor de x. 

Integrando término a término, obtenemos la serie 
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b 

Ç sin x . ,, . b* — a* , b* — a.* . 

J —dx = (b — a) -3T3Ì I 5T5I •••"!“ 

•' M2ii + lJ(2n + 1J! * • •*» 

de convergencia muy rápida, por medio de la cual es fácil calcular la 
integral con la exactitud que se desee. 

2. En la teorfa del péndulo matemático se demuestra que la duración 
de una oscilación la da la fórmula 


T = 2 



V 1 -k*sin*i ’ 


en la quc 1 es la iongitùd del péndulo, g la aceleración debida a la - 

fuerza de gravedad y A = siny, donde « es el ángulo formado por 

la vertical y la posición extrema del péndulo (0<a<n). 

No es posible expresar la integral del segundo miembro en térmi 
nos de funciones elementales, pudiendo sin embargo calcularsela por 
medio de un desarrollo en serie. Substituyendo en el desarrollo de la 

función - t , mostrado en el ejempio de la Pg.284» a la variable 

t por Asinf, obtenemos: 

V1 - = 1 + ? <* sin 0* + ^ (**”?)• + (* s'" fl' +•■ ■ 

La serie en el segundo miembro converge uniformemente en el 

intervalo ^O, -Í-J . En efecto, el término generai de esta serie satis- 

face la desigualdad 


11-3-5.. .<2« — 1) 
j 2.4-6... 2/i 


(k sin f )** 


< sin tn ~, 


es decir, su valor moduiar no excede el valor modular del términogene- 
ral de ia serie obtenida al substituir en el desarrollo de ia función 

j-i-p el valor <=sinŷ. Esta última serie converge, ya que 

°<sin-i<l. 

Podemos, por consiguiente, (ver Pg.282) integrar ambos miembros 
entre los lfmites : 


0, 
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j 7r^fer = i +4- *’ J sin ’f 1 <*>+41 ** f sin *»■<*»+■ • • 

0 oô 

Como se sabe (ver Pg.272), 



I -3-5... ('ln — 1) it 
2-4-6...2/i 2 ‘ 


Substituyendo esta expresiÓn en la serie obtenida, llegamos a la fórmu 
la 


r=,/I[. + (i)V + (-}V + (-|)V+...]. 

Calculando la suma de los n primeros términos de esta serie, 
podremos determinar el tiempo T con la exactitud deseada. 

5. Integración y Diferenciación mediante un Paráme - 
tro. Sea K (x, t) una función definida y continua en el rectángulo 

as^x scb, a' 


Dado que la integral 

b 

5 K(X, t)dx 

existe para cualquier valor de la variable t en el intervalo [a\ b'], 
podremos definir en este intervalo una función f (t) haciendo 

b 

f(t) — $K(x, t)dx. 


Demoetraremos que la función f (x), definida 
fórmula (1), es continua. 

En efecto, si t' es un punto arbitrario del intervalo 


por 

k n 


la 
y si 


{ t n } es una secuencia arbitraria de puntos de este intervalo» secuen 


cia que converge a t', entonces, en virtud de ia continuidad uniforme, 
la secuencia de funciones (de la variable x) {K(x, t n )} converge unifor- 
memente en [ a , *] a la función K (x, t'). Asf pues, segón el teorema so 
bre la integración de eecuencias, tendremos: 

b b 

lim Ç K(x, t„)dj»= J K(x, t') dx, 

n-*x> a a 

de donde, en virtud de (1) 
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lim/(U=/(0, 

00 


tato m, la funci6n f (x) cs continua. 

Dcmostpcmos ibora la •iguionto propooición. 

Teorema 1. Si la funciôn K ( x. t ) es contfnua y poaee km Cerivada 
paroial pespecto a j. , continûa en el rectángulo | 
entonces la funcidn apbitrapia 


* 

/(0= ^K(x,i)dx 

a 

• xíste y 86 exppe8a por la fórmuia 

b 

f' (t)~\f(' t (x t t)dx (a'^t^O'). 

D«mo8traci6n. soan t' y r. j_; doe puntoe arbitrarios del interva 

io (a' # b'). Tenemoe: 

W 4- K(x, /' + i)- K(x, v) dx 

a 

Pero, de acuerdo con el teorema sobre el valor medio 

— x '- + 1 \ - ( V' } = K\ (*, f + di) (0 < 0 < 1), 

por lo tanto, I 

Si ahora \ tiende a cero, entonces, en virtud de la convergen 
3ia uniforme, la función K' t (x,t' -f •&).) tenderá uniformemente a K't(x t t'). 
Por coneiguiente 

lim /(f+> )- /(( .) = ? , )ax 
x-»o A J 

0 

con lo que se demuestra nuestro teorema. 

Teorema 2. Si la función K (x, t) ee continua en el - 
rectângulo 

a<x<.b, a'<t<b\ 

entoncee la integral de la función 
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f (s) = $ K(x, s) dx 

se expresa por la fórmula 

J f(s) ds= J | J K(x, s) ds \dx (a’ < a < b'), 

66 decir 

$ | \K(x, s) dx | ds = $ | $ K(x, s) rfsj dx. 
Demostrac ión. s«a 

6 t 

{S*r (*,»)*}*. 

Entonces, dado que 

t 

hallamos, según el teorema 1: 

F'(t) = \K(x, t)dx=f(t). 

a 

Por consiguiente. 


H) 


F(i)=\f(t)dt + C. 


Para determinar la constante C, hagamos t=a; obtenemos 
F(a)=C. Pero de -la ecuación (1) se sigue que 


I « 

F(a)= \ | J Af(jc, s)ds j dx = 0, 


asf que C - 0 y 

t 

F(t)=\f(t)dt. 

es decir 

J f(s) ds = $ j \K(x,s) ds j dx. 

Observación. En particular, haciendo a=a', t=b', obtenemos: 

V b b b' 

J j J K(x, s) dx}ds= J j J K(x, s) ds j dx. 
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Por consiguiente, si se satisfacen las anteriores condiciones, el orden 
de integración no afecta el resultado. 

Hasta ahora hemos supuesto que los lfmites de integración han - 
sido constantes. Consideremos ahora integrales cuyos lfmites de inte - 
gración sean funciones de la variable t. 

Sean <p(/), <| >(t) funciones continuas con derivadas continuas en el 

intervalo [a', b '] y sean, además tales que 

a<<[>(0<^ para a' 

Supongamos que la función K (x, t) es definida y continua en el 

rectángulo a<*<£, a' y que posee en este rectángulo una dem 

vada parcial continua, respecto é t_. 

Tiene entonces lugar la siguiente proposición. 

Teorema3. La derivada de la función 

f(i)= \K(x,t)dx 

existe y se expresa por la fórmula 

+(0 

f'(t)= J K\(x, t)dx+K[ỳ(t), ^'(0-^[<p(0,0'f'(0. 

Demostración. Hagamos 

^K(x,t)dx = F(t, u,v). 

Tenemos, evidentemente: 

f(t) = F[t, <p(/), tjj(/)]. 

De acuerdo con el teorema sobre la diferenciación de una función com 
puesta, obtenemos: 

/' (0 = F\(t, u, v) + F'„(t, u, v)u' -f F' v (t, u. v) v'. 

Puesto que 

F' t (t, u,v)=[K' t (x, t)dx , 

F' u (t, u, v) = — K(u, t), 

F' v (t, u, v) = K(v, t), 

entonces 

/' (0 = l K\ (x, t) dt + K(v, t) v — K(u, t) u'. 

Substituyendo aquf u = <p(t), v = ỳ(t), demostramos nuestro teorema. 
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Ejemplos. 

1. Tenemos: 

Ì x " ax ^ r ^fr <«#->). 

1 

Derivando respecto á n, obtenemos: 

tVlnxa» = (,,+ l)i|, :' 1 ? a - a ‘ t ' + 1 . 

(" 4-1)‘ 

2. Como fácilmente se comprueba, tiene iugar la fórmula: 

d«i<i). 


J I +asin'x 2/i +a 
0 

Derivando respecto á a, obtenemos: 


r__sinVx_ 

J (1 4~ a sin*5c)* ax ~ 


3. Tenemos 


J I 4-acosjc y | _ a * 
0 

Derivando respecto a a, hallamos 

cos x dx 


(M<D 




4- O cosx) 1 


integrando respecto á a desde 0 hasta t, obtenemos en el primer 
miembro 


y en el segundo 


J ~ yY~ a I d<X ~ K arcsin 

Finalmente, para |/|<i , tenemos: 

f In (1 -f -1 cos x) . . . 

J v cosjc - - = n arcsin t 


4. Haciendo 
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2 

hallamos 

f< x y) -/<*) = ] f - j 7= j T • 

i \ X 

Derivando respecto á .*• la última integral, obtenemos: 

d 7 dt 1 1 . ■ ' • • 

àx J t xy y x ‘ 

Pop consiguiente, esta integral no depende de x. Haciendo x » 1, nos 
damos cuenta que el valor de esta integral es f (y). De donde 

f{xy)±=f(x)+f(y). 

Hemos obtenido asf la propiedad fundamental de la función 

/( jct) = ln 

Problemas 


1. Calcular la integral 


T 


í 


dx 


0 

con exactitud hasta la quinta cifra decimal, mediante el desarrollo en 
serie. 

2. Comprobar, que integrando términò a término la serie 

(i +,)*=i + (?)*+(;)*•+...+(») x*+... 

y que al multiplicar después por n + 1 ambos miembros, se obtiene - 


una serie análoga para (i+x) n+ . 

3. Integrando entre los lfmites 0 á x la serie de McLaurin para la - 


función 


-r- J se llega a la fórmula 

VT+^’ 

in(x + yT+^)=x-lJ+IJ^ 


1 -3-5x 7 , 

2-4 6 V ‘ *■•’ 


válida para |x|<t. 

4. Demostrar que la secuencia 

f n (x) = x n e~ nx 

converge a f (x) - 0 en el intervalo [0, ij no uniformemente, y que la 


secuencia de integrales §/„(x)dx converge a la integral ^/(x)rfx = o. 
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5. Demostrar que para I-«I < l 


vr- 


* _L ií!_i 

T 2 6 ' 2’4 11 '" 2 - 4.616 +”• 


6. Demostrar que para Ui<i 

ỳ^o±±) dt:= 


]T-2r + 3î- 5 r+ ... 


7. Empleando el método de la diferenciación e irttegración mediante 
un parámetro, deducir nuevas integrales de las siguientes: 


a) j* e ax dx = í 

2 a 

b) j V'iax-x*dx = K -j- (ver Pg.279, problema 4) 

0 


T 

cl .f rar/+ya.. °s (ver Pfi - 274 ' P roblema ‘I 


d) J e~ ax cosbxdx = — (e~ an cosbn — 1). 

8. Demostrar las siguientes fórmulas, derivando las integrales respec 
to a un parámetro: 

a) arctg x + arctg y = arctg - X —; 

b) arcsin x + arcsin y = arcsin (xV\ — y* + yV 1 — x*). 

l 

9. c Para qué valores de n es posibie derivar la integral J x n dx = j ? 
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INTEGRALES IMPROPIAS 

En este capftulo definimos la noción de integral para aquelloe - 
casos en que la función integrando no sea definida en ciertos puntos 
o cuando no sea acotada, o finalmente, cuando el intervalo de in- 
tegración sea infinito. 

ì. Integral de una Función no Definida en ciertos Pun 

tos. Admitamos que la función f (x) sea definida en todo el intervalo 

[o. H excepto en un núme.ro finito de puntos x,<jS u- 

pondremos también que la función f (x) es acotada. 

Defínamos de una manera arbitraria la función f (x) en los pun - 

tos x v x t , ..., x k . Designemos por <p(x) una nueva función definida en 

todo el intervalo fa, b ] . Si la función es integrable en [o, í], enton 
ces la integral 


í<p {x)dx 

recibirá el nombre de integral impropia de la función f (x). 

Si hubiéramos definido a la función f (x) en los puntos x v x x , .. .x k , 

en una forma distinta, hubiéramos entonces obtenido otra función <p« 
Pero, como es fácil ver. 


(jf) —ç(x)]//jc = 0, 

pues ŷ(x) — y{x) es igual a cero en cualquier punto, salvo en los pun - 
tos x v x t , Asf pues, si la función tp(x) es integrable, ý( x ) se - 

rá también una función integrable y 

b h 

î ç(jf)</jr = J y(x)dx. 

Se ve entonces de aquf, que una integrai impropia no depende de 
la forma en que se haya definido a la función f (x) en loe puntos x v x t , 
.... x k . 


Designaremos a la integral impropia como io hicimos con la in - 
tegral ordinaria: » 
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Ejemplos 
1. S es 

/(x) = sinj para jc=^o. 

Si se supone que ? W =/(*) para x^éO t y <p(0) = o, 

entonces, como es fácil observar, la funciÔn tp( x ) tiene soiamente un 
punto de discontinuidad: x ■ 0. 

Pop consiguiente, la función <p( x ) es integrable en cada interva 
io 

i* 

Resulta ahf que, por ejempio, la integpal imppopia J sin ^ dx exiete y 
• > >tu.l a 1. lnt.tr.l J ,, (x , dx . A níloc.m.nt., 1. rûnolSn .Ul. 1 .. 

o x 

posee una integral imppopia en cada intepvalo. 

*. La función x In x tiene una integral impropia en cualquiep intepvaio 
en efecto, «e continua para x>0, pero dado que 

Iim xln jc = 0. 


ee acotada en este intervalo. 

2. Integpal de una Función no Acotada. Admitamos que la 

función f (x) es definida en el intervaio [a, fi] t excepto quizá en el - 

punto a, en cuya vecindad no es acotada la función. 

Si la función f (x) es integrable en cada intervalo [ a -[-e, 6], donde 
e>0, a -[~e<^6, y S i existe ei lfmite 


lim f(x)dx, 

•-+o4. 

ilamaremos entonces a este lfmite integral impropia: 


Ejemplo 1. La función 


es continua en cada punto del intervalo [0, 1], excepto en el punto 
x * 0. Tenemos: 


Jf== 2 - 2 ^ <*>»,, 


por lo que 
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lim f 
-»+oJ 



De esta manera, la integral impropia de la función y 
el intervalo [o, 1] * es isual a 2: 


r*L 

.) Vx 


= 2. 



Si en el intervalo fa, b] existe un número finito de puntos, en 
cuya vecindad la función f (x) no es acotada, se divide entonces el in - 


tervalo [ a , í»J en un número finito de intervalos, de tal suerte que úni - 

camente en la vecindad de uno de los extremos de cada uno de ellos 
la función no sea acotada. Si en cada uno de estos intervalos la fun - 
ción posee integral impropia, a la que hemos anteriormente definido, 
llamaremos entonces a la suma de todos estos intervalos, integral im- 
propia en el intervalo [o, 6]. 

Eiemplo 2 La función - - ■■■ 1 *no es acotada en las vecindades de - 
yx(l-x) 

los puntos x - 0 y x - 1. Para investigar si existe la integral impro - 


pia en el intervalo [0, 1], analicemos los lfmites 


1,1,1 i . —, nm I — . 

*-*+0j Vx(l—x) ,-* + o J Vx (1 — x) 

7 

Puesto que 

ÍFïfer a ' csi " (2j: - |) ' 

los lfmites (1) son entonces iguales, respectivamente a: 

lim [arcsin 0 — arcsin (2$ — 1)] = , 

. ->+o 1 

lim [arcsin (1 — 2e) — arcsln 0] . 

. -»+o 


( 1 ) 


Por consiguiente, 

f dx — 

J Vx(\ —X) 

0 

3. Integral en un Intervalo Infinito. Sea la función f (x) d_e 
finida para todo x>a. Admitamos que en cada intervalo finito a^x 
es integrable la función f (x). 

Si existe 


Para (0<x<l) 
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Hm \f(x)dx, 

*-*+ *>ì 


(1) 


Ilamaremos entonces a este Ifmite integral impropia de la función f (x) 
en los lfmites de a hasta +°° y la representaremos por el sfmbolo 

4-oo 

\ f(x)dx. < 2 > 

En este caso diremos también que la integral (2) converge. Si - 
el lfmite (1) no existe, se dice entonces que la integral (2) diverge. 

Ejemplo 1. La función 


y = 


ì 

X* 


es continua para 


x> i . Dado que 


entonces 


por lo que 


lim Ç-4rfjf=l, 
*-»+00 J X 


Análogamente se definen las integrales impropias 


Ç / (x) dx— Iìm \f(x)dx, 

— 00 b-* — oo^ 

+0° a +, 0 

S / (x) dx — \ t (x) dx -f- \ f(x)dx. 

— oo -co a 


Ejemplo 2. Sea 

Tenemos: 


í 1 + x 2 ~ JT+T* = arctg a=tL. 

J = a J r+T» = o _|'™ (— arctg a) = J. 
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Por consiguiente 




= n. 


4. Critepio de Existencia de la Integral Impropia. 

I. Teorema.Sea cp (x) una función no negativa y no aco 

tada en la vecindad del punto a , teniendo integral 

impropia en el íntervalo [a, b] (a<b) . Si la función f (x), 

no acotada en la vecindad del punto a, es integrable 

en cada intervalo [a', *>] (a<a'<£) y además 

|/(Jf)| <?(*) (a <*<&), 
entonces la integral impropia 

\f(x)dx 

existe. 

Demostración. Sea {«,} una secuencia arbitraria de números posiU 

voa dcoreoientea, que convergen a oero. 8ea ademáe 

a-fe„<ô (a < b). 

Formemos la serie 

* a+t, 

J <p (*) úf*-f J <p(jf)rfx-f j <p (*) dx -f . . . 

•••+ î V (x) dx. { 1) 

Para la suma S n de los n primeros términos de esta serié, es válj. 
da la igualdad 

S n = j <P (X) dx. 

«+*■ 

Asf pues, la serie (1) converge, y su suma es igual a la inte - 

gral impropia de la función <p(x) en [a, b]. 

Ya que según la condición 

|/(jf)l<'P(jf) (a<x^b), 

entonoes 


P B P 

|î /(*) dx J|/(jf)l dx <5 <P (x) dx 


(a < a < p < b). 
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De donde se deduce que la serie 

à o + «+«» 

J f(x)dx+ J f{x)dx+ J f{x) dx -\-... 

« + ■1 a + «. o + «, 

a + *it-i 

...+ J f{x)dx-\-... (2) 

a + ‘it 

es absolutamente convergente, ya que sus términos no exceden en mó- 
dulo a los términos correspondientes de la serie (1). 

Designemos con s n a la suma de los n primeros términos de la - 
serie (2), obtenemos: 

b 

S n= J f{x)dX, 

“+*« 

existe, por consiguiente 

b 

lim J f(x)dx. 

»-*• <»«+., 

Puesto que este lfmite existe para cada secuencia { 6 n }> que 
satisface las condiciones anteriormente impuestas, existe entonces 

b 

lim J f(x)dx, 

• -+o a +. 


teniendo por lo tanto la función f (x) una integral impropia en el inte_r 
valo [a, />]. 

Ejemplo 1. La integral Ç^Jdx existe, pues |£25i|<_L= y la exis 

, J v* \vx | yx 

tencia de la integraL f la hemos demostrado ya con anterioridad 

J Vx 

(ver Pg. 2 ^) 0 

II. Si í<i, entònces la integral impropia 


<°>°> 


existe. 

En efecto, tenemos: 




Si la función f(x) es continua en [ 0, a], excepto 

en el punto x - 0, y si el producto f(x)x s es acotado - 
©n [o, aj y í< 1 1 , entonces la integral 

J 'fMdx m 

0 


converge, 
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En efecto, si l/(*)* r | sS/t, entonces 

l/Wi<^ (0 <x^a). 

Dado que para la función p (í< 1) existe la integral impropia en el in-- 


tervalo [°, 3 ] , entonces, de acuerdo con el teorema anterior> existe la 
integral impropia ( 3 ) . 

En particular, la integral ( 3 ) converge si existe el lfmite 

lim f(x)x s . (5<l) 

*-»+0 


Por ejemplo. 


por consiguiente 


existe. 


= x 2 = llm l/’-4-=l 
sin x x —, - 1-0 f sinx 


V sin x 


f-JÊ* 

) Y sin x 


III. Para ias integraies con lfmites infinitos, puede enunciarse un teore 
ma análogoi 


Teorema. Sea una función n o n egativa y supon 

g a m o s que la integral ìmpropia. 

+00 

j <t(x)dx. 

e x i s t e . 

Entonces, si la función f(x) es integrable en cada 
intervalo [<»,*] (a<é) y para a<*x S e satisface la desiguat- 
dad. 


I/(x)|<y(x), 


existe entonces la 


La demostración se 


integral impropia 
+ S f(x)dx. 

iiace en forma semejante al caso anterior. 


Un criterio análogo tiene lugar para el intervalo (— oo, -f- 00 ). 


Ejemplo 2. La integral \ dx existe, pues |rqrj*| 


1 -f X* 


y la función j +x* P° see integral impropia 


ia Ïï 
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IV. S i \x s f(x)\<A para jc>a>0 y s>1, 

entonces §f(x)dx existe. Se supone que la funciôn - - 

f ( x ) e s integrable en cada intervalo [a, b] (a<b). 

En efecto, en este caso 

l/W|<p 

y además 



(s-l)a'-*- 

5. Aplicaciôn a las series. 

Teorema, Si la función f ( x ) es contfnua, no ne- 

gativa, decreciente y oefinida para todo la - 

00 

serie 2 /(«) converge o diverge entonces dependien- 

n = l 

do d e I a convergencia o divergencia de la integral -- 
impropia j f(x)dx. 

Demostración. Observerr;os que en el intervalo f/i, a-f-1] el valor má 
ximo de la función f (x) será f (n) y que el mfnimo será f(n+l). Por con 
siguiente, de acuerdo con el teorema enunciado en la Pág. 274 . 

n-f-1 

/(«+1)< J f(x)dx </(«), n = li 2f ... 

Por lo que 

»+1 

/(2)+/(3l+...+/(« + l)*=: J f(x)dx 

*S/tl)+/(2)+... +/(«). (1) 

Si existe la integral ^f(x)dx, entonces la secuencia de las sumas 

1 

parciales de la serie 2 f(n) e s acotada, y está serie, con términos no 


negativos, converge. 
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Y a la inversa.admitamos ahora que la serie 2/( n ) converge. 
Bntoncea, en virtud de la aegunda de lae deeigua ldades (1). ia 
secuencia j J/ (*) rf* j es acotada. 

Esta secuencia no decrece, ya que 

M+l n «4-1 n 

J /(x)dx=\ / (JT) dx+ 5 f(x)dx^[/(x)dx t 

pues / (*) > 0. » 

Asf pues, la secuencia \] /(x) dx} converge a un cierto nûmero g. - 

Puesto que para cada ®>0 existe un núhnero N tal que para un entero- 
cualquiera «>N se cumple la desigualdad. 

S — e< j/(x)dx<g + z. 

Sea ahora x un número arbitrario, mayor que N + 1. Existe enton- 
ces un entero «>A/ tal que /i<**í/i-}-l. Podemos escribir: 

* " * »+> »+i 

J / (t) dt=j/(t) rf/ + J / (t)dt= J f(t)dt- J /(t)dt, 

de donde se deduce 

n * » + l 

j/(t)dt<j/(i)dt< J f(t)dt. 

Puesto que /i>A/, entonces, a lo sumo 

, g-«< J/W«<*+». 

.. i 

Las últimas desigualdades son válidas para cualquier Jt>A/-f 1. 

Demostrada la convergencia de la serie 2/( n ) se deduce la existen-- 

cia de la integral ^/(x)dx, es decir, queda demostrada la segunda parte 

de nuestro teorema. 

Ejemplos. 

i. Sea f(x) = x -\ Tenemos: 


Por lo tanto 


r I x-'+' 

\f(x)dx=\ -a+-l Sl 

I !n x Si a = l. 
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§f(t)dt= I [i^r — lj si a^l, 


Se ve de aqui de inmediato, que la integral l/(x)dx existe solamen- 
té para a>>l. Por consiguiente, de acuerdo coxi el último teorema, la - 
serie ^ converge para a>i y diverge para a<l ( V er Pág. 148». 


Como es fácil ver, tenemos: 


^f(x)dx — In lnjnr, 


j/W dt = \n\nx — Inln2. 

00 

Asf pues, la integral j/(/)<# no existe, deduciendose de aquf, según 

2 

® 1 

nuestro teorema, que la serie diverge. 

n—2 

Observación. Ei teorema sigue siendo válido si la función f(x)- 
es definida y posee las propiedades anteriormente enumeradas para - - 

x ^ k - Basta substituir en el teorema 2 f{n)y \f(x)dx, por 2 f(n) y -- 

n= 1 i n=k 

\f(x)dx. respectivamente. En el ejemplo 2 empleamos ya esta propiedad. 

k 

6. Integrales impropias uniformemente Convergen- 
i6s. Sea K(x,s) una función continua, definida para x^a, a^s^P 

poseyendo la propiedad de que la integral impropia ^ K(x,s)dx exista pa 
ra cada s del intervalo [a, j)]. 


iefinición. La integral impropia ^K(x, s)dx se denomina — 


uniformemente convergente respecto á s en el inter- 



304 


CÁLCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


valo [a, si para cada e>0 existe un A^a tal que | J K(x, <e 


para cada c>A y todo s del intervalo [a, p]. 

Esta definición recuerda ia definición de la convergencia uniforme 
de una serie de funciones. Efectivamente, las integrales impropias uni- 
formementeconvergentesposeen propiedades análogas a las de las se — 
ries uniformemente convergentes. Consideramos ahora estas propieda- 
des. 


Es evidente que 


» «+i a +2 

J/i C(x t s)dx= J K(x ìS )dx-\- J K(x,s)dx +... 


0 ) 


La serie en el segundo miembro converge uniformemente en el in- 
tervalo [a, p], si la integral en el primer miembro converge uniforme-- 
mente en este intervalo. En efecto, existe entonces para cualquier e., 
s>0, un número A^a, tal que para cada «>4, p>0 y para todo s del 
intervalo [a, p] se cumple 



Puesto que lostérminosde la serie ( 1) son funciones contfnuas del 
parámetro s, su suma será también una función continua de la variable 

s en el intervalo [<*, P]- Integrando término a término la serie ( 1 ) res- 


pecto a s, en los lfmites de a a p, obtenemos una serie convergente 
cuya suma es igual a la integral de la función que se halla enel primer 
miembro de la ecuación ( I ), calculada entre los mismos Ifmites: 

P oo p a +1 P a+2 

Jí/5j/C(x, í)(iv=Jdï J K(X, s)dx+ Jí /5 J K(X, s)dx-j- ... 

« • « « <x a +1 

Variando en cada sumando del segundo miembro el orden de inte — 
gración, lo que es lícito hacer, en virtud del teorema 2 ( ver Pág.288.- 
obtenemos: 

p 00 

J ds J K(X, s)dx = 

“ s «+1 p a+2 9 

= J dx j/f(x, J dx J/C(x, (2] 

es decir 


J ds J K(x, s)dx= lim 

«i a n~+ço 


tf+i» 9 

J dx J K(x, s)ds. 


(3) 
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Nos cercioramos ahora que la integral impropia 

00 p 

J dx J s)ds 

existe. En efecto, en caso contrario, existirfa una secuencia creciente - 
de números mayores que a, 

que tenderfa a -f-°° ta ^ Q ue secuencia de integrales 

í*r p 

jjd* Jtf(x, s )rf 5 J 

serfa divergente. Por consiguiente, seria divergente la serie 

*, 9 *. 9 

J dx J K(x, s) dx-\- J dx J K ( x, s) rfx-j- ... 

a « k t « 

Pero esta serie es convergente, ya que se obtiene, como la serie - 
(2), ai integrar la serie uniformemente convergente 
00 *, *, 

J K(x, s)dx= J K(X, s)dx+ J K(x, s)dx —j- ... 

entre los lfmites de a a p alterando el orden de integración. Se de- 
muestra asf la convergencia de la integral 

00 P 

J dx J K (x, s) ds. 


Por lo tanto la igualdad ( 3 ) puede escribirse en la forma 

P 00 00 p 

J ds J K (X, s) dx = J dx J K(x, s) ds. ^ 

« a a a 

Admitamos ahora que la función K(x,s) satisface, además de las con 
diciones anteriormente indicadas, las siguientes: 

la. Existe la derivada K a (x, s) y es contfnua en cada punto del domi- 
nio en el cual es definida la función K(x,s): 

2. La integral impropia J Ki(x, s)dx converge uniformemente respec 


to á s en el intervalo [a, 


Demostremos que en este caso, la función J K(x, s)dx posee una de- 
rivada contfnua y que « 


^ J K (x, s) dx = J K's (x, s) dx. 
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En efecto, la serie 

00 a-M a- f2 

J /G(JT, «)úfjf = J Ks(x, s)dx+ J Ar; (jc, í/jc-1- — (5) 

a a « + i 

converge uniformemente, lo que se demuestra exactamente igual que co 
mo se hizo para la serie (1). Pero esta serie se obtiene derivando térmi 
no a término la serie (1). En tal virtud, su suma, que es contfnua, dada - 
la convergencia uniforme, es de acuerdo çon el teorema conocido de la 
teorfa de series ( Pág.156. igual a la derivada de la suma de la serie (1), 
que era lo que se querfa demostrar. 

En otras palabras, hemos demostrado el siguiente teorema: 

Teorema 1. a) Si para la función K(x,s) definida y 

contfnua para existe la integral impropia. 

00 

Jtf(jt, s)dx 

para cada s del intervalo[a, p] y si ésta integral converge uni- 
formemente en esie intervalo, la integral es entonces 
una función continua 4íl. parámetro s. 

b) Bajo las mismas condiciones, existe la integral 

® p 

]dx§ K (x, s) ds, 

» « 

y se verifica la igualdad 

® ? P 00 

l dx [f< (x, s) ds = : J ds J K (X, 

“ « i a 

c) Si la función K(x,s) satisface 
condiciones y además, para * > a, a < s p posee una deri 
vada oontinua (*,*), par a l a cual la integral impro- 
p i a 

\Ks(x, o)dx 

existe y converge uniformemente, entonces la inte-- 
g r a 1 m 

J K(x, s)dx 

posee en el intervalo [a, p] una derivada continua res 
pecto á s, la cual se expresa mecliante la fórmula 


s) dx. 

las anteriores -- 
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Para establecer la convergencia uniforme de una integral impropia 
muchas veces basta con aplicar el siguiente teorema: 

Teorema 2. Si la func ión <p(x, s) es continua y no ne- 
gativa en el dominio x^*a, *<s<p y si existe para ella 

la integral impropiâ de convergencia uniforme 

00 

entonces, para cada función K(x,s) que satisface la - 
desigualdad 

|/C(x,î)| <*(*,«) 

y sea continua en ese mismo dominio, la integral im- 
propia 

00 

j K (x, s ) dx 

existe, y converge un if o r m em ente * 

DemostraciÓn. La existencia de la integral JaT(jc, s)dx para to- 

a 

do s del intervalo [a, p] se deduce del teorema enunciado en la Pág.300 
que para cada s tenemos: 

|A’(x, s)( <ç(x, í) (jc >a) 
y, además, para todo s existe la integral 

oo 

J Ç (jc,í)<tc. 

« 

En virtud de la convergencia uniforme de la integral 
00 

J«p(x, s)dx 

para cada g>0 se halla un número A^a, tal que 

J (x, s) tfx < 6 

C 

para todo c>A y para cada s del intervalo[a, pj.Puesto que para todo - 
d>c. se tendrá 

à 4 d 

l$K(x, s)dx]*G$IK(x, s)ldx^j<p(x, s)dx. 
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entonces, asfmismo 

| J K (x, s) ds | < J tp‘(x, í) dx < e. 

Por lo tanto, la integral $ K(x , s)dx converge uniformemente en [a, p]. 


Observación. Si, en particular, la funcióntp(jc, s)no depende de s y la 
integral 

<30 

S 9 (*) dx 

existe. Es evidente entonces, que esta integral puede consideràrse como 
uniformemente convergente. En las aplicaciones, es este el çaso que. 
con más frecuencia se encuentra. 

Ejemplos. 

1. La integral 

00 

^ e~ x s\nsxdx 
o 

convenge uniformemente respecto al parámetro s en cualquier intervalo. 
En efecto, tenemos: 

|í -jr siníjf| ^ e~\ 

y la integral 

§e~ x dx, 

como es fácil ver, existe efectivamente j e~ x dxs=z — e~ x . 


por lo que 



Pasando el lfmite, obtenemos 


î e~ x dx = \. 
v 
oo 

Dado que la integral j e dx no depende en lo absoluto del parámetrc 
s, converge entonces uniformemente respecto a este parámetro en cual- 
quier intervalo. De acuerdo con el teorema 2, esto mismo puede decirsè 
respecço a la integral impropia propuesta. Por consiguiente, es úna fun- 
ción contfnua del parámetro s. 

Para determinar esta función, notemos que 
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por lo que 

f sln dx = * - gl a ( s } nsa + * «0 

J 1+f* 1 +í* 

Cuando s crece ilimitadamente, como es fácil ver, el segundo tér- 
mino dél segundo miembro tiende entonces a cero. 

Obtenemos de esta manera: 


^e-'sinsxdx^y^-r. 

0 

Integrandò ambos miembros respecto â s entre los lfmites de 0 á - 
y, no perdiendo de vista la convergencia uniforme de nuestra integral. 
òbtenemos: ' . _ 

y oo OO y 

^ ds ^ e~ x sin sx dx = ^ dx e~ x sin sxds = 
o o o o 

. =L-*i^^=i|n(l+y). 

Derivandô nuestra integral respecto á s, obtenemos: 

■ . ’ • 00 

^ xe'* cos sxdx. 

s . o 

Puesto que |xe'‘ J, cossxl<x«~ Jf y como fácilmente se ve, existe la in- 
00 

tegral ^ xe~ x dx, Ia integral obtenida por derivaciÓn converge entonces -- 
0 

uniformemente ý, por consiguiente. 


oo oo 

jjj J « -X sinsxrfx= {ti'*s\n sx) dx= 


ttxdx= £[rf7)^WTW’ 


2. La integral 


f dx 


converge uniformemente respecto ô s en cada intervalo [«, p] para 1 < 


a<p. En efecto, en ese intervalo, se tiene la desigualdad 



y la integral 


existe y no depende del parámetro s. Se deduce de aquf en una forma a- 
náloga al ejemplo anterior, la convergencia uniforme de la integral y su 
contínuidad en [«, pj. 
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Es fácil evaluar esta integral, si tomamos en cuenta que 
'Ç dx 1 . x 

j?+ï ,== 7 arctg r' 

asf que 

j?r?=,r«7 ” cig 7=è- 

Integrando entre los lfmites 1 á y, obtenemos 


y oo o xs y ao 

J-JpTP-jf-JïTP-í 


arctg £ _ arctg-^- 


por consiguiente 


f- 


-<Zx=>jlny. 


Derivando la integral dada, obtenemos 

Esta integral converge también uniformemente en [«, p], ya que 


\çrm\* 


. 2p 


y La integral 

00 

r ** 

J(^Tî7‘ 

0 

existe, como fácilmente se demuestra 
Por lo tanto 

] (x^-^ dx .=— 2 ?' 

0 

es decir 

00 

f dx _ * 

J {x t + s t ?~As*' 

0 

Debe procederse en una forma análoga en la soiución de los proble- 
mas que a continuación se proponen sobre la derivación e integración de 
integralesimpropias . 


PROBLEMAS 


l.Evaluar las siguientes integrales impropias: 
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a) J e -ajr dx = ~ 

0 

(a > 0); 

b) j' e~**cos bxdx — 

a 

' a’ + fr* 

o 

c) JpsÊy-ï 

(a > 0): 


(a > 0); 


d) P dx I 

J 1 -cosx* | 

^ f 

e) ^ sln x dx j 

0 

í 


r demostrar que no existen 


tí) 


) Vâ' 


-**“* =»«• (.>0, 


(emplear ia substitución *=asin<p). 

2. Demostrar la existencia de las siguiaites integrales: 



( consideramos que para x » 0, la función integrando es igual a 1.) 

c ) |* (* > 0 ). 

i 

3. Demostrar que las sigjientes integrales no existen: 

31 Î a‘c,^+x» (•>« 

0 

b ) (para x=0, la función integrando, es por definición,- 

o igual a la unidad) 

C) Jsln-lrfx. 
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4. Demostrap que la serie converge para cualquier «>0. 

fl=2 

5. Demostrar la convergencia de la serie £ j^- — in . 


6 . Obtener nuevas integrales de la), b) por diferenciación e integración. 

7. Derivando la integral 

00 

/(a)=Je ^ax 
o 

respecto á a é introduciendo en la integral obtenida la nueva variable - 
ỳ=—, demostrar que i’(a)=—2l, es decir, que 

l'(a)_ o 
l(a)~ 

Integrando ambos miembros, tenemos: in/(o)=— 2 a -f-C, /(a)=C'e-“. 


Haciendo a=0, obtenemos: 

C' = /(0) = J e~*dx e /(a) = e- 2o j e ~*dx. 

8 . Demostrar la convergencia uniforme de las integrales: 

oo 

a) \e~ a3fl dx para«s»i; 


b) §e- a *xco S xdx = £+ i, 


para o>»1. 
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APUCAaON DEL CALCULO INTEGRAL 

I. Câlculo de un Area. Determinamos anteriormente el área- 
de la región limitada por la curva contfnua y=f(x), por las rectas x*a, - 
x=b y pcr el eje OX, como la integral de la función f(x) en el intervalo - 
(a,b), bajo la condición /( jc)>0. 

Nos proponemos ahora determinar el área de la región limitada por- 
las rectas x*a, x=b y por las dos curvas continuas y=f(x), y=g(x). 


bajo la condición de que/(*)«s£(.*).A saber, la evaluarnos como la integral 

b 

\[g{x)—f(x)]dx. 

Puede fundamentarse esta evaluación intuitivamente de la siguiente - 
manera: 


Si ambas funciones son no negativas, entonces (Fig. 47) el área mos__ 
trada es igual a la diferencia entre el área de la región limitada-pór la - 
curva y*g(x), por las rectas x=a, x=b y por el eje OX y el área limita- 
da por la curva y=f(x), por las rectas x=a, x=b y por el eje OX. Por lo 
tanto, nuestra área es igual a 


r 

J g(x)dx~[f( x )dx. 


Si las funciones f(x) y g(x) tienen signo arbi. 
trario, entonces, en virtud de su acotamiento, -- 
existe una constante c, tal, que las funciones 

/i (•*) =/ (■*) + Cy g x (x) = g (x) -f c 
serán siempre no negativas. E1 área de la región 



coincide evidentemente con el área anterior, siendo igual < 


S [«■» (*) —/, (*)] dx == J [g (x) —f (x)J d 


Ejemplos. 

1. Evaiuar el área P de un cuadrante de la elipse. E1 cuadrante de la elig_ 
se 

está iimitado por las rectas x*0, x=a, el eje OX y la curva y = 4-V 
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Por consiguiente. 




-xdx, 


de donde P=-^~. Asf pues, el árça de L 3 enpse es igual a nair. 

2. Evaìuar el área ) de la región iimitada por las rectas x=a, x=b 
( 0 ^a<é) y ia parábola y = 2 ^x. 

Tenemos aquf: 

f{x)=-V2pi, g(x)=+V2pi. 

por lo que 

b 

p= J 2 j/2px dx = ~y 2 ^ (^T __ 


Haciendo °—0> b — x, y2px=y, obtenemos la ff'omula conocida para 
el área del segmento de la parábola 

p =jxy. 


PROBLEMAS 

Evaluar las siguientes áreas: 

, 1. E1 área de la región limitada por la hipérbola ^=1 y la reç_ 

p.»[,/f=»_^,.í±i2=2]. 

2. E1 ârea de la región limitada por el eíe OX, la recta x-1 y la cur 
va: 

a) y=*yi-x\ P=-j; 

b) P=~. 

3. E1 área de la región limitada por ias curvas y =sln » X( y:=;cos t x 

V el eje OX. 


4. Demostrar que si las funciones y=f{x), y=?(x) contfnuan en el in 
tervalo («, b\ poseen la propiedad de que sus correspòhdientes curvas - 
tengan únicamente un núrnero finito de puntos comunes, el área de la re- 
gión limitada por estas curvas y por las rectas x=a, x=b se expresará- 
entonces por la integral 


p = J I f(x) -<f(x)l dx. 
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5. Basándose en la conocida fórmula para el área del sector circular 
demostrar ( en forma análoga a como se hizo en la PágJÌ 56que el área - 
del sector limitado por las rectas <t=%, ?=«p, y la curva /■=/(«*>), /( 9 ) desi£ 
nando una función continua y no negativa en el intervalo «p,« p <p* y /('Pi) 
=r u /(fj=r, ( en coordenadas polares), se expresa por la integral 


6. Aplicando la fórmula del problema 5, evaluar el área de 
a) E1 lemniscato 


jV(9)rf T . 


r* = a*cos29 + P = a* 

b) Ei folium de Descartes 

_ cos 9 sin 9 f 

cos* 9 -j- sin* 9 \ 


T' 

7. Evaluar el área de la región limitada por los ejes coordenados y- 
la curva 


( “ >0 ’ * >0) ' 


2. Câlculo de la Longitud de un Arco. Admitamos que - 
las funciones son definidas, continuas y que poseen derivadas contfnuas- 
en el intervalo E1 conjunto de todos los puntos del espacio cu — 

yas coordenadas sean ( x, y, 2 ), correspondientes a uno y al mismo’va- 
lor de la variable t, determinen una cierta curva. 

La variable t se llama Parámetro y la Función (1) esla Ex- 
presión Paramétrica de esta curva. 

Formemos una cortadura arbitraria ì del segmento [a, p]. 


Sean los puntos a < < i t < ... < p los puntos de esta cortadura 
Designamos como A , A t , A v ..., B (Fig. 48) los 

puntos de la curva correspondientes a los valo - 
res a, p. del parámetro. 


Hagamos 


A*, =/('.)-/( a), 

A*. =/(*.)-/(*,). 


Fig. 48 


Determinemos análogamente A y v Ay,, ..., Af„ Ar,, . 

Dado que la ïongitud de la cuerda AA X se expresa por la fórmula 


AA t = V -f- A y\ -J- AzJ, 


entonces la longitud de la lfnea quebrada AA X A % ... se expresará por la — 
fórmula 
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L = Vbx\ -f A y\ ázì + VAxl -f Ay[ -f- A^ -f.. (2) 

De acuerdo con el teorema sobre el valor medio, 

(£»)**» («<^»<g. 

AsT pues, si se íiace 

/ ,, ( 5 l )=/'*(g + P». 

entonces 

(£*,)• =/' , (*,)A<î + p.A/î. 

Procediendo en forma análoga para &y v A*,, obtenemòs: 

V -j- A y\ -f- A z\ — 

= vt w(',)+f ('.)]+(p, +.«,+»,) 

Haciendo 

Vr(t) + ï'(t) + y'(t) = F(t) 

y empleando las desigualdades 

VJ^Ï-VJàJ^y \a + b\<V\K\-\-VJà\ t 

obtenemos: 


F.(/,)U, — V Ip.+ï.+',!• M ,< Vix; + 6 / 1 + Clz', < 

<f(í,)4/, + V| Pl + 0l +,,|.â( l . (3) 

Procediendo en fonma semejante para Ax t , A^ t , A z t , ... y haciendo 
P=F(/ 1 )A/,+F(/ t )A/ t +..., 

R — V iP.+ff. + tJA^ + l/ lp t +«,+% |A/ t +...i (4) 

obtenemos en viriuc! tíe (2) y (3) ias desiiàualdacìes 

P- R ^L*ZP+R. ( 5 ) 

Designemos con p al mayor de ios números p», p t » ... Determinemos 
análogamente a y t. De la fórmula (4) se obtiene facíìmente 

l«l</f+ô+l(P-c). ( 6 ) 

Escojamos una secuencia arbitraria normaiizada de cortaduras 

Para las cortaduras dei rnismo modo que antes, determine- 

mos los números P„ , R„, L„, P„. ° n > V De la rnisma nianera que pa- 

ra las fórmulas (5) y (5), tendremos: 


R n R n ^ P n + Rn> 1^?« I ^ Ï^Pn+ ®B+ " 1 » (P—«)• 


(7) 
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De la contmuidad unifórme de las funciones /'*(0> < f , ' , (0> 'J'' 1 (t) consideran- 
do ( 3 ), se deduce 


lim p n = 0,- iim o n = 0, lim t = 0. 

n-*oo n-*oo n-»oo " 

Entonces, de acuerdo con ( 7 ) 

lim /? n = 0. 

Pei o, coino es fácil ver 

3 

iim P n = J F(t)di\ 

Por lo que, en virtud de ( 7 ), la secucncia {L n \ convarge y 


lim L n = J > (/) dt = J V7* (f) + «p'* (t) -f <j>'* (í) 


La longitud de la curva dada se denomina Ifrnite de la se 
cuencia designando la longitud de la curva con s, obtcnemos final-- 

mente 

. p ' 

í= + + <!>'*(*)<«. 


Observación 1. Si las funciones /(0> <p(0. <H0 poseen en el interva- 
ló, [®> $] derivadas a contfnuas a ambos lados excepto en un número fi- 
nito de puntos de este intervalo, y si la integral existe (en el sentido or- 
,p__ 

SvV'* (<)+»'• (<)+♦'■(<)« 

dinario o en el impropio), su valor se denomina también longitud de la -- 
curva dada. Es posible demostrar que para cada secuencia nurmal de cor 


taduras {d n } la secuencia de númoros {L n }, determinados como anterior 
mente, converge a esta integral. 

Observación 2. Es frecuente que una curva se de por las fórmulas 
y=a(x), z=$(x), 

poseyendo las funcioncs a(x), p(Jt)derivadas contfnuas en el intervalo [x v x t ]. 

Esta representaciôn de la curva puede considerarse como del tipo paramé 
trico, lo que inmediatamente se ve si se escribe 


x=t, y = *(t), z = % (t) x t ). 
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En este caso 

« = J + a '* (•*) +?'* (*) àx. 

En particolar, para curvas planas, (p(jc) = 0) obtenemos la fórmulausa- 
da con frecuencia 


s=5 VT+ŷ^dx. 

Xi 

Ejemplos. 

I. Calcuiar la longitud del arco de la parábola y % =z2px desde el vérti- 
ce hasta el punto K ( x, y ). 

Puede obtenerse una representaciÔn paramétrica haciendo 



De donde 

*=£V7+? + fln*±±2±2. 

2. Caicular la longitud de arco de cicloide x=a (< —sin t),y = 0 (i — cos /) 
entre ios lfmites de t^ a t^ 

Tenemos: f» _ u _ 

8— J V «* (1 —cos 0* + °* sinl ïdt=a J K2(l —cos t)di= 

= 2a j sin jrf/=4o (cos-^ — cos y) (0 < t t < t t < 2rt). 

En particular, haciendo t^ * 0, t^ - 2n, encontramos que la longitud de 

la cicloide es 8a. 

PROBLEMAS 

Calcular la longitud de los arcos de las siguientes curvas: 

1. De la cicloide 

x = 2r sín* /, y = 2r sin* t tg t 

entre ios ifmites de cero á t. 

^V = 2r y~3 COSÍ +-f 3 cos’ t) — 

-2 + lT31n(2 + K3>]). 

2. De ia curva 

X = t\ y = 

entre los lfmites de 0 á 

(î = 2/3). 

3. De la catenaria 
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entre los lfmites de x^ a x^. 



4. De la curva 



entre los lfmites de 0 á x. 


(s = * + *). 

5. De la curva determrnada por la intersección del cilindro parabó- 


lico 

con el cono elfptico 


(y+Z)* = 4ajc 


l JC , +/-z t == o, 

entre el origen de coordenadas y el punto ( x, y, z ). 

(S = tYl). 

Sugestión. Tomar á x en calidad de parámetro. 


3. Volumen de un Cuerpo de Revolución. Sea y*f(x) -- 
una función continua y no negativa en el intervalo [o, b\ (o>£). Desig — 

nemos con D la región limitada por la curva y*f(x), el eje OX y las rec- 
tas x*a, x-b. Supongamos anora que ia curva y-f(x) realiza una rotación 
completa alrededor del eje OX y que la región D describe en virtud de - 
este giro un cierto cuerpo T. Evaluemòs el volumen de este cuerpo. 

Para el efecto, formemos una cortadura arbitraria í del segmen- 
to[c, b] y designemos, respectivamente, con M v m v M t , m t , ... los valores - 
máximos y rrunimos de la función f(x) en los diferentes segmentos de la - 


cortadura í. Observemos que los rectángulos cuyas bases son At,, àx t , ... 

y cuyas alturas son M v M t , ..., respectivarrLnte, cubren totalmente a la- 

región D. Por consiguiente, el cuerpo formado por ia rotación completa - 
de estos rectángulos, contiene el cuerpo T. É1 volumen de este cuerpo, — 
que contiene ei T, se expresa por la fórmula 

= tt AfJ Aoir m Af* -f- ...). 

Análogamente, los rectángulos con bases áx t , ... y alturas m v 
m *’ ••• están totalmente comprendidos en la región D, y por consiguiente, 
el cuerpo que ellos describen queda contenido en el cuerpo T,. (Fig. 49 ). 
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Designando con w al volumen del cuer- 
po conienido en T, obtenemos: 

w = n(AJc,/nJ -{- kx t m\ ...). 

Si {i„} denota una secuencia ar — 
bitraria normalizada de cortaduras dei 
intervalo [a, 6], entoncûs, como es fá-- 
cil observar, 

lim W n = lim w n = 

»— oo ^ — 

= n J f* (x) dx. 

Por lo tanto, de acuerdo con las repre- 
sentaciones intuitivas, determinamos el volumen del sóiido de revoiución 
por medio de la fórmula 

b 

V=n J/* {x)dx. 

' Ejemplos. 

1. Calcular el volumen de una esfera de radio r. 

La esfera se obtiene ai girar el semicfrcuio 
y = V r'—x* (—r<x<r) 

alrededor del eje OX. Por consiguiente, 

V 4 , 

V=it \ (r* — x^dx^-jixr*. 



lo que coincide con ia fórmula conocida. 

2. Evaiuar el volumen del cuerpo formaao por la rotación de la ci-- 
cloide 

x = a(t — sinf), y = a(\ —cos/), (0</<2n) 
alrededor cei eje OX. 

Cuando t varfa de 0 a 2u, crece entonces x de 0 a 2 t tû, pues 
^ = a(l — cos/)>0 jv ia 0 <í<2n. 

Por lo tanto, y es ui:a función de la variable x en el intervalo [0, 2na], 

asfque 2 „ 

V = tt J y'dx. 
o 

Introduciendo la variable t, obtenemos: 


2« 

V=n J[c(l —cos /)]*fl(l — cosO^ = 5TrV. 
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PROBLEMAS 

Calcular los volúmenes de los siguientes cuerpos de revolución. 

1. Calcular el volumen del toroide formado al girar el arco de la - 
circunferenc ia 

y — VP-x 1 

alrededor del eje OX entre los lfmites de *, a *»( — '■<*, <*»<*•) 

2. Dcl cono truncado (fórmula conocida en la Geometrfa elemental) 

3. Del cuerpo obtenido al girar el arco de astroide 

*=rcos*/, y = r sin* t ^ 

alrededor del eje OX. ( ^ = ÏÔ5 ,V *) • 

4. Del cuerpo obtenido al girar la curva 

y’ (x — 4a) — ax{x — 3a) (0<x<3 a) 

alrededor del eje OX. 

( V^=^!(15 — 16In2) ). 

5. Del cuerpo obtenido al girar la curva 

(y* - b 1 ) 1 = a’x 

alrededor del eje OK(— 

/ 256 ^\ 

( v -ïr5?-J- +# 

Sugestión. E1 volumen se expresa aquf por la fórmula * J x t </y. 

-* 

4„Area de una Superficie de Revolución. Sean la fun- 

ción y-f(x) y su primera derivada contfnuas y no negativas'en el interva- 
lo [a, 0](a<£). Supongamos que la curva C, gráfica de la función f(x), des- 
cribe al realizar una rotación compieta alrededor del eje OX la superfi- 
cie W. Se trata de determinar el área de la superficie W. Tomemos una- 

cortadura arbitraria d del segmento [a, 6] y designemos como a<x, <!x t 

<••• a los puntos de esta cortadura. Sean A v A t , ... puntos ue la curva- 
C correspondientes a los puntos x v x v ... 

A1 girar alrededor del eje OX, la lfnea quebrada AA,A % ... B , 
describe una superficie, formada por las superficies laterales de los co- 
nos truncados ( Fig. 50 ). E1 área de esta superficie se expresa por la — 
fórmula 


P= 2k + tVLHlH »1 + 2tt fJâìLtUâìì. + ... f 


donde 


A y t =/(*,) —/<«), Ay,=/(jr,) — ... t 
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De acuerdo con el teorema soòre el valor medio, tenemos: 

Vbc\ + by\ = + Ax, = y x Lx v 

donde S, es un'número comprendido entre a y x., 

Suponiendo que 1 

ei= m+/w_ /(5i)i 

encontramos 

I «■ I <ý[ l/C.) —/(o)l+l/ (£,) -/(*,) I ]. 

Asf que, 

P=S+R, 

donde _ 

5 = 2îr V\ +/• ($,)/($,) Ax, + 2n ]fí +/»(S,)/(5 t ) Ajc, + ..., 

/? = 2u ^r+T 7 (5,) 8, Ajt , + 2ir V T+rïiï *Ax t + ... 

Designando con r) al mayorde los números|e,|, |e s |, .... y con M al 
valor máximo de \f (*)I en ( a, b), obtefiemos: 

l/?|<2nVT+Âï î (ô — «)ïj. 

Si escogemos ahora una secuencia arbitraria normalizada {d„} 
de cortaduras y determinamos los númercs P n , P n > s „, ï)„,del mismo mo- 

do como se determinaron los P, R, S, tj, obtendremos entonces: 

P n — S n +R n . 

Se observa fácilmente que 



De la continuidad uniforme de la funcián f(x) en el intervalo [a, b ] 
se deduce que 

lim ij„ = 0, 

por lo que «-*» 


lim R n = 0. 
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Asf pues, b 

limP„ = 2tr \/(x) V ì +/'* (x) dx. 

»-►00 J 

Entonces, intuitivamente, determinamos el área de la superficie de 
revolución por medio de la fórmula 

b 

A = 2n\f(x) y 1 -f/'* (X) dx. (1) 

Observación. Admitamos que ia función f(x) continua y no negativa- 


en el intervalo [ a , b ] posea en este intervalo una derivada continua, con - 


exclusión de un número finito de puntos del intervalo y que existe la inte- 
gral ( en sentido ordinario o impropio) 


/ 


\/(x)V\+r(x)dx. 


Puede demostrarse que bajo estas condiciones, lim P n también exis 


te y que es igual a la integral arriba indicadst, multiplicada por 2n. En - 
este caso, el área de la superficie de revolución se determina por la fór- 
mula ( 1 ). 

Ejemplos. 

1. Calcular el área de una esfera de radio r. Tenemos aquf: 


asf que 


/(x)=Vr*— jc* 


(— 




2. Evaluar el área de la superficie obtenida al girar la cicloide 
x = a(t — sinf), y = a(\ —cos/) (0^/^2irj, 

alretiedor del eje OX ( ver Pág.320). 

Introduciendo la variabie t, obtenemos: 

4 = 2k ja(l-co.0 _ «,,/)*=“ na". 

PROBLEMAS 

Calcular las áreas de las siguientes superncies de revolución: 

1. Del parâboloide de revolución, obtenido al girar ia parábola alre- 
dedor del eje OX entre los lfmites 0 y x: y* = 2px 

A=*VZ 1(P+ J_X 
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2. Del elipsoide de revolución, obtenido al girar la elipse. 


(a>by 


a) alrededor dei eje OX 

A = 2n[b>- 

b) alrededor dei eje OX 


Va'-b 1 


_ a + Vá*-P 

Va'-P' b 


En el caso b), ei área de la supenficie está dada por la fórmula 


V'+{%)'* 

3. Del casquete esférico, obtenido al girar el círculo 

x* -(- y* — 2rx=0 

alrededor del eje OX entre los lfmites O y h: 

A = 2nrh. 

4. Del toroide, obtenido al girar el cfrculo de raoio r alrededor de 
una recta contenida en el piano del cfrculo, a una <ìistancia a>r del 
centro de éste. Calcular también el volumen de este toroide; 

A — tâar, v=2i?a>. 



CÁPITULO XX 


LA INTEGRAL DOBLE. CONDICIONES DE INTEGRABILIDAD 

y) 

I. Definiciôn de la Integral Doble sobre un Rectángulo. Sea una fun- 


ción definida y acotada en el rectángulo D, determinado mediante las de 
sigualdades a'e&y^b' (Fig. 51). 

Partamos el rectângulo D en un número 
arbitrario de rectángulos ( no necesaria 

mente iguales) cuyas áreas sean Ao„ Aa,, 

..., Aa„ *). Designemos con(5,, i),). (£,, i),), 

—, (S„ ij„) las coordenadas de los pun- 
tos arbitrariamente escogidos, uno para 
cada rectángulo. 

Formemos la suma 

+/(5„T) í )Aa,4-...+/(^,V^„. 

Es fácil ver que si en el rectángulo D la función /(*,.y)>0, enton- 
ces la suma A representa la suma de los paralelepfpedos rectos cuyas 

bases çon Ao,, y sus alturas /(g lf ^), /(£ t , tj,), 

Llamaremos cortadura ò. al conjunto de rectángulos y con |i| 
designaremos la iongitud de la mayor de las diagonales de los rectán-- 
gulos AGj/Ao,, de la cortadura î 

Llamaremos normal a la secuencia de cortaduras {í„} si 

lim|î n | = 0. 

Definición. Si oara una secuencianormal cualquiera 
de corta^uras {^»} la secuencia correspondiente de las 
sumas { A n } es convergente (independentemente de la elección 
de los punCos (S, jj)), , se dice entonces que ^a función es — 
int egrable en el rectángulo D. 

Puede demostrarse (como en el caso de una función de una varia-- 
ble, Pág.256) q u e si la función es integrabie, entonces - 
para una secuencia normal cualquiera de cortaduras 
la correspondiente secuencia de sumar { A n j tiende a uno 
y al mismo Ifmite. Este lfmite común se denomiria integral doble de la 
funcion f(x,y) eri el dominio rectangular D. 

+ ^En lo que sigue, denota eí autor con aa lf aa„ tanto los propios -- 
rectánguios como los dominios ( N. de la R.) 



Fig. 51 
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La integral doblese denota poi' el sfmbolo 
J J /.(•«?, y) da J J / (x, 

Observación.l. Si la función z«f(x,y) es continua y no-negativa en el 
rectángulo D, el volumendel dominio limitado por la superficie a«f(x,y), 
por el plano coordenado OXY y por los plano que pasanlpor» los lados del 
rectángulo D paralelamente el eje OZ, se determinará entonces comoel 
valor de la integral 



Fig. 52 


$$/(*, y)d°- 


(Posteriormente se demostrará que cuaiquier 
función, continua en un rectángulo, es integra- 
ble en 61.) 

. Esta determinaciÓn intuitiva del volumen 
de/un dominio puede fundamentarse. Uesigne- 

mos con Af,, M t , ...; m v m t . los valores 

máximos y mínimos de la fùnción f(x, y) en los 
rectángulos de la cortadura d ,.respectiva- 
mente, y con(Ç 1T qjfc, ïj,). y (^, y, (I f , ^), ... 
correspondientemente, los puntos en ìos que 
la función toma estos valores, 


S=/(E„ 3 ,) 4». +/(£„ 1 .) 4o. + ... = 4í,4o, + AÍ.40. + .... 
*=/(Ê„ 1 ,) 4 o,+/(Ê„ ij.) 4o,+ ...= »1,40.+01,40,+ ... 


Los paralelepfpedos rectos correspondientes a la suma S llenan en su 
totalidad al dominio considerado, mientras que los paralelepfpedos rectos, 
correspondientes a la suma s se hallan todos en este dominio (Fig. 52).Ya 
que para una secuencia normal arbitraria.de contaduras se tiene 

llm S n = Hm s n ==s C Ç/(x, y) da. 


lâ determinación del volumen del dominio dado como el valor de la inte- 
gral arriba indicada. concuerda totalmente con tfuestras representaciones 
ÌntUÌtÌVaS. nr 

Observación 2. En que integral doble jj'(*’ * en lugar de x, y, 

D 

ouede escribirse ocras dos letras cualesquiera; asf por ejemplo 


JJ/(jf. y)dxdy= ^J/(a, v)dadv= J J/(*>, f)dwdt. 

Ejemplos. 

1. La funci6n z « c es integrable en un rectángulo cualquiera y 
J J c da = c | D | 

D 

[Djdenota el afea del rectángulo D). 

En efecto, tomando una cortadura aroitraria í y escogiendo los 
puntos (È,, ij,), (Ç f , ij # ), . .arbitrar.iamente, uno en cada rectángulo de los que 
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constituyen la cortadura ) vernos, que 

/(S„ /(£„ 1),) = c,.... 

por consiguiente 

A = cAa,+cAo t -J- ... =c|D|. 

Pero, por definición 

$ $ c d a = c | D |. 
o 

Geométricamente, la función z=c representa un piano paraleio ai - 
coordenado OXY. Si c>(V la integral (1) representará el volumen del 
paralelepfpedo recto cuya oase es D y su altura c 


2. Caicuiar la integral soble^ydxdy en el cuadrado D con vértices 
en (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, l) 

La funcion f(x t y)=.y es continua, y erì base en lo aseverado, ìntegra- 
ble.Para calcular esta integral, parcamos nuestro cuadrado en cuadra- 
dos iguaies mediante rectas oaralelas a ios ejes de coordenadas. En ca- 
da uno de llos, como punto (£„ »“ (l ) tomaremos ei vértice superior dere- 
cho. Puesto que ei área de cada cuadrado es igual a 1 , obtendremos - 

i ' 

entonces para la suma 2/(5/. valor Dado que los números 

% tiene ios valores 12 „ y cada uno ae estos vaiores se halla 

/T ’ 7T ’ * * *• ~n ’ 

en n cuadrados, que forman una faja horizontal, la suma conrìiderada - 
tendrá ontonces el valor 

*G+i+-+*)— 

Pasando al Ifmite para n—+oo ,obtenemos 


$jydxdj,=±. 

Este resuitado puede obtenerse por un m£todo elernental. Basta ob- 
servar que ia integral considerada, representa el volumen del prisma - 
recto, cuya base es el triángulo rectángulo isósceles de lados unitarios 
y aitura unitaria. 

2. Condioionqs de Iptegrabl ltdad. 

Teorema.l. La Sumá de dos funciones f(x, y) y <p (jc, y) 
integrables en un rectángulo D, es también integrabie en este rectàngu- 
lo y 

$$!/(•*. y) + ' P(*. y)]d9=l\f(x, y)d<3. 

D D D 

Teorema2. E1 producto ae una constante por una - 
función f(x,y) integrable en un rectánguio D, es tam- 
bien integrable, y 


Ç \cf(x,y) da = c$ $ / (x, y) da . 
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Estos teoremas se siguen de inmediato de la definiciôn de integral 
doble; se demustran como los correspondientes del Capftulo XVI (Pág 264 

Teorema 3,-La función z = f (x,y) continua en el 
rectangulo D. es integrable en este rectángulo. 

La demostración de este teorerra se hace en forma análoga a la del 
correspondiente teorema para una función de una variable (Capftulo XVI, 
Pág.262). Para el efecto, definamos el concepto de suma superior S y su- 
ma inferior s, correspondientes a la cortadura î, en una forma similar a 
como se nizo para la integral definida orGinaria, Así 

S = M t Ao , -j- M t Ao t -j-. .., s = /n,Ao, -j- fn t So t -j- ..., 

donde M v M t , .. y m v m t , ... son los valores máximos y mfnimos de la 
función f (x, y) en los rectánguios Ao v A o t , ... respectivamente. 

Puede demostrarse que para toda secuencia normal oe cortaduras 
ss válida la relación 


lim (S n — s n ) = 0 

y que además, para dos cortaduras cuaiesquiera j y y se tendrá siem- 
pre 


Puede el lector fácilmente demostrar estas propiedades haciendo 
las subtituciones obvias çorresDondientes en las demostraciones de los le- 
mas 1 y 2 (Cap. XVI Págs260,262. En base a las propiedades (1) y (2) de- 
mostramos nuestro teorema en forma análoga al teorema de la Pág.'262 
casi sin modificaciones. 

Un teorema más general es el siguiente: 

Teorema.4. Una función, definida y acotada en un 
rectángulo D, será int’egrable en este rectángulo si 
todos sus puntos de discontinuidad. se localizan en un 
número finito de curvas que sean las representaciones 
gráficas de funciones continuas (de la forma y = y(x) o 

* = *(V)). >. 

Omítimos la demostración de este teorema. 

Ejemplo. Sea f (x, y) una funcjón deÇinida en el rectánguio D con vér- 
tices (0, 0), (3, 0)^ (3, 1), (0, l) de la siguiente manera: 

f(x, y) = (-1 para 0<x<l y arbitraria y? 

* 2para l<x<3 y arbitraria y.r 

Como es fácil ver, esta funclôn es acotada y continua en cualquier 
punto, excepto los puntos del segmento de recta x = 1 que e halla en el 
rectángulo dado. En virtud del teorema 4 la furtción f (x, y) es integra- 
ble en este rectángulo. 

3,La integral doble como Reiteraciôn. Veamos ahora 
un teorema que nos permitirá calcular una integral doble por medio de 
integrales ordinarias . 

Teorema.Si la función f (x, y) es continua en el reccángu 
lo D a'<,y<$') r ) entonces 

* v V b 

JJ f(x . y) do — J { 5 f(x , ý) dy } dx= J { J f(x, y) tfr} dy. 

D a a' a '. a 
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Demostración. Formemos las cortaauras arbitrarias $ y y del - 
intervalo [«, b} por medio de los segmentos 
AXj, y rìel intervalo [«', b'} por los - 

segmentos ày v áy tt respectivamente. 

Sean a=x t <jcJ< ..y a'=y t <y t < •, 

respectivamente los extremos de los seg- 
mentos de las cortaduras i' y V En los- 
puntos de separación de V y y tracemos 
rectas paralelas al eje OY y al OX, respec 
tivamente (Fig. 53). Obtenemos de este mo 
do la cortadura d del rectángulo D en una 
serie de rectángulos. Sea A o tk aquel rectán 
gulo de la cortadura 4, cuyas proyecciones 
sobre los ejes coordenados sor Ajf f , y A y k . 
respectivamente. Designemos finalmente - 
con m ik ?'M iki los valores mfnimos y máximos de la función f (x, y( en -- 
el rectángulo Hagamos 

b> 

= $/(*, y)dy. 

«' 

Escojamos los puntos arbitrarios Ç lt ..., en los segmentos àx v Ax |t .. 
respectivamente, y sea 



Fig. 53 


A = /=-(Ê 1 )Aj : 1 + / 7 (S 1 )Aj:,+ .., 

tín virtud de (1) 

f( g = \/(E„ y)“y+\f)+ y)ày + --- 

a' yi *• 

Dado. que 

para entonces 

0 i u Ay, y)ày <M Xì ^y tv 

Análogamente 

m lt Ay» < $/ (51, v) 4y < 

Jr 


y asf sucesivamente. 

Por lo que, de acuerdo con (3), hallamos 

m » AVi + «»A y, + ...</=■ (€,) < M„ áy t + + ... 

Procediendo análogamente, encontramos además 
AV, + + • • •'< F (*,) < M tl ày t + /lf, t Ajf t + ... 

y asf sucesivamente. 

Puesto que . . . entonces en base a (2), hallamos 

Ao rt —AJ tfiy^ 

«»A«„ + m 1 ,Ao I1 + ... +m M Ao tl +m M Aa tl + ... < 

< >4 < M lt áa tl + Aí^Ao^, + ... +Áf, 1 Aa, 1 +Af 11 Ao, t -f-... 
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Designando con S y S el miembro izquierdo y derecho respectivamen- 
te en la çadenaj últi ma de desiguaidades, obtenemos: 

Si construimos ahora dos secuencias normales de cortaduras ÍKì y 
{^} de los segmentos [a, é] y [a\ ŷ'],la correôpondiente secuencia de cortadu- 
ras {&»} del rectángúlo D será también una secuencia normal. 


De’acuerdo con las desigualdades (4), tenemos 


Ya que 


s n <A n *zS n . 


i'Z?” = llm s n = î J /(*, y) do 


entonces, en virtud de (5), para casa secuencia normal de cortaduras {£„} 
existe el entonces de acuefdo con (2) la funciÓn F (x, y) es integra- 

ble en el intervalo J a , í] y 

* 

[ F(x) dx = Hra A n = \ [ f(x, y) do. 

« ■-** v 

•De dondc, en virtud de (1) 

5 S f(x, y) do = J { J f(x, y) dy} dx. 

D a a> 

Análogamente Duede obtenerse 

v » 

1 $ S /(*. y ) da =J {J /(** y) dx } d y- 

D a> K a 

Observación. Es posibie demostrar un teorema aún más general. Ad- 
mitamos que la función f (x, y) es integrable en el rectángulo D y que pa- 
ra cada x la función f (x, y), considerada como función de la variable y, es 
integrable. Bajo estas condiciones puede afirmarse que 

1) La función /?(*)_. y ^ dy es integrable en [a, b]\ 

9' 

s) ,)*,}*. 

Ejemplos. -- 

l.Calcular jj xryáxíiy , en e \ rectángulo D, limitado por las rectas 
x=1, x= 0 , V Jì,y=i..' Tenemoe ^- , 

y **y ix dy = j iy | ix _ 

Es posible también integrar en un orden inverso: 

5 3 

JJjf % ydxdy = [dx [ x*ydy — 
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2. Demostrar que 


b * 

J $ /(*) <P (y) dxdy= [ j /(*) dx] ■ [ j <p Cv)rfy] , 


donde /(*),'ç(y)- son funciunes conciruas en los inlervalos[a, *] j[c,'"</],res- 
pectivarnente, evaluándose la integral doble en el reccéngulo D limitado por 
las rectas 

x = a, x=b, y=c, y=d.* 

Aquf tenemos 

J J f(x) y(y)dxdy=\dx\ f(x) (f> (y) dy.\ 

D a e 

Puesto que al integrar respecto a x seconsidera ,y como constante, se 
'fendrá f r lr * 

\\f(x, y)d<3=[{[f(x,y)dAd) n 

D n* n 


asf que 

b d 

\\f(x)y(y)dxdy=\f(x)dx^(y)dy. 
d D a e 

Ya que $fMdy es constante, podrá sacarsele del signo de integración 

C * 

después de lo cuai obtenemos el resultado querido. 

a 

Puede emplearse esta fórmula en el ejemplo 1. 

3. Si la función f (jc,y)es definida y acotada en el rectángulo D 
(a<x<b, <ô') y 'se anula en todos los puntos de este rectángulo, ex- 

cepto en aquéllos situados en un número finito de curvas de la forma y = y(x 
o , entonces 

y)dxdy = 0. 

D 

Puesto que como puntos de discontinuidad solo pueden ser como es fá- 
cil ver, los puntos de ias curvas arriba citadas, esta función será enton- 
ces integrabie en ei rectángulo D (teorema 4, Pág;328) Desginemos con 
/, (x, ŷ'f\ una función igual a la f (x, y)^en todo el rectángulo D, excepto en 
aqueilós puntox localizados en lcurvas de la forma jf==^'(y), en ios que la 
igualaremos a cero. y hagamos 

ih< /, (x, y) =f(x, y) —/, (x, y). 

i_,as funciones/jfar, v) y 1 /. (x, y) son integrabies por la misma razón que 
io es la función f (x, ý). Ya que 

f(x, y) ==/, (x, y) -f/, (x, y). 

entonces 

/<*, y)ixiy= Sj /. (*. y)i*iy +Sj /.<*. y)ixi>’ 

Evidentemerîte bastará convencerse que ambas integrales en el segundo 
miembro son iguales a ceroi 
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Para la primera integral, en virtud del teorema mostrado, tenemos 

b b> 

î J fi (*. >) dxdy=\dx[ f x (x, y) dy. 

D a a' 

Si la función A( x \.y) se hace x=x a , esa función se transforma en una 
función de la variable y, nula para todos los valores de y, exrcepto pa- 
ra un número finito de ellas, que corresponden a los puntos de interseç 
ción de la recta x=x % con las curvas que anteriormente se han exclui- 
do. Por consiguierte , ( ver Pág. 259). 

b> 

y)dy = 0 

para todo ■*#> de donde de inmediato se colige que 
la primera integral en el miembro derecho es — 
igual a cero. 

Para la función /,( x, y) la demostración es aná 
lóga. 

4.- La Doble Integral en un Domi-- 
n io . Sea « un dominio cerrado acotado (ver Pág. Fig. 54 

167). Sea z—f{ x , y) una función definida y acotada en el dominio <o y sea 

D (a<*«ss£, a'^yt^b') un rectángulo arbitrario, que contiene en su inte- 

rior al dominio © (ver Pág. 54). Definamos en el rectángulo D una nue- 
va función* F(x, y) de la siguiente manera: 

f/( X> y) para puntos (x,y) contenidos en w 
F ( x *y) — '| q para los puntos restantes del rectángulo D 

Diremos que la función f(x,y) es integrable en el dominio w, si la -- 
función F(x, y) lo es en el rectangulo D. Llamaremos integral doble de - 



la función /( x, y) en el dominio « al valor de la integral 


ÎJ F ( x > y)da. 


Designaremos, como antes, a la integral doble en el dòmmio o con 


el sfmbolo ÎJ/Í*. y)do, o con JJ f( X , y)dxdy . 


Asf pues, por definición 

J J f(x, y)do= J5 F(x, y) do. 


Observación. Si substituimos al rectángulo D por otro D', que conten 
ga también al dominio <o, obtendremos al mismo valor de la integral. - 
Es fácil demostrar estò en el caso en que el rectángulo D se halle com- 
pletamente en D'. Si no es asf, bastará tomar un tercer rectángulo D" - 
que contenga a los DyD'. Las integrales en D y D' serán iguales a la in 
tegral en D", por lo que serán iguales entre sf. 


Definición. Un dominio cerrado ® se llama regular si esta -- 
limitado por un número finito de curvas, representables en la forma yz=<p(xf 
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Teorema 1. La función /(*, ;),acotada y continua en un 
dominio regular <» es integrable en este dominio. 


Demostrî>ción. Tomemos un rectángulo cualquiera D, que contenga al- 
dominio ®, y definamos, como antes la función F(x, y) Es fácil ver que to- 
dos los puntos de discontinuidad de esta función se encuentran en la fron- 
tera del dominio <0 Por consiguiente, de acuerdo con el teorema 4, (pág. 
328). la función F(x,y) es integrable. 


Ejemplos. 

1. Un polígono cerrado es un dominio rògular. En efecto, su frontera - 
está formada por un número finito de segmentos que son las gráficas de - 
funciones continuas del tipo' y = ax-\-b o x—c . 

2. El dominio cerrado limitado por una elipse es también regular. Si 
por ejemplo la elipse esté dada por la ecuaciôn &*.**-f-aV = aV la frontera 
de nuestro dominio estará entonces, formada por dos curvas: 

donde _ û<x<a4 


3. Si un dominio regular w esta constituido por un número finito de - 
dominios regulares ©,, o>,, ..., de los cuales no hay un solo par con un - 
punto interior común, entonceS como es fácil ver, el propio dominio * es 
regular. En efecto, la frontera del dominio ® está formada por un núme- 

ro finito de curvas continuas de la forma- 

y=y(x) y Jr^ÝMcada una de cuales se ha- 
lia en la frontera de los dominios *®i» •••♦ E1 - 
dominio w se denomina suma de los do_ 
minios ® P ...» «*• 


Teorema 2. Si una función f(x,y) con 
tinua en el dominio «es la suma - 
de dos dominios regulares ®, y •* — 

( sin puntos interiores comunes Fig. 55), enton 

J5/(jc, y)da=\\f(x, y)da + JJ f(x,y)do. 



Demostración. Tomemos un rectángulo cualquiera D que englobe al ^ào 
minio « Designemos con F(x,y),- / 7 1 (x,.y), F $ (x,y) las correspondientes fun- 
ciones, definidas en el rectángulo D y construidas como se construyó la - 
función f (x, y) (Pág. 331 ) en los dominios ®, ®,, ®, Tenemos por consiguien 
te 

ÎJ/(Jf. y) & = ÎJ F (x, y) da; J [f(x, y) da — J J F $ (x, y) da • 

SS/(jf»y)rfo=JjF,(x, y)da. 0) 

«s n 

Observemos que la función y( Xf y)*=*F(x,y) — F x (x,y) — F $ (x,y) ^ (2) 
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es nula dondequiera, excepto quizá en los puntos que se encuentran en la- 
parte común de los dominios •, y * t En vista de la régularidad de los do- 
minios», **iy «jObtenemos (ver Pág. 331 ejemplo 3 ): 

ijf(x,y)da=°. 

De donde, considerando las igualdades ( 1 ) y ( 2 ), demostramos nuestro 
teorema. 

Observación l. EI teorema 1 permite calcular el área de un dominio 
regular cualquiera « Designando esta área con el sfmbolo obtenemos, 
por definición 

l*|«= JJd». 

Existe la integral en el miembro derecho, ya que la funciÓn /(x^y)^=i\ t es 
evidentemente continua en todo dominio cerrado (• Si el dominio es - 
un rectángulo, obtenemos entonces para su área eí mismo valor que en - 
la definioión usual ( ver Pág. 326 Ejemplo l ). 

Observación 2. Si la funciôn /(*, y) es continua y no negativa en un- 
dominio regular (éf entonces los puntos (x, y, «)ì para los que(x,y)se halle - 

en el dominio & yz satisfaga las desigualdades 0 <*</(*, .y)*detenminarán 
un cuerpo cuyo voiumen definamos por la fórmula 

v-îï/te^)* 

Como anteriormente ( Pág. 326 ), es fácil convencerse que la defim 
ción anterior concuerda con el concepto intuitivo de volumen. 

Ejemplos. 

4. Apliquemos el teorema 2 en la evaluación de la integral de la fun 
ción f{x, y), definida en el ejemplo de la Pág. 331. La recta pp=»Idivide al— 
rectângulo D en dos rectángulos que no poseen puntos interiores comunes. 
Designando con al rectángulo de la izquierda y con (D t , al de la dere-- 
cha, obtenemos: 

J J/(Jf, y) do — J J f(x t y) do -f- J $/(■*» y ) da — 

= JJ( — J J 2 do= — 1 -1 -{-2.2 = 3. 

Di D* 

5. Designemos con # un polfgono cualquiera cerrado y partámoslo- 

arbitrariamente en un número finito de polígonos ... , «„• 

Hagamos/^x. yj^^fcdentro de <o*(A = 1, 2, ..., n), donde , P n son- 

constantes cualesquiera. En las fronteras de los polígonos definimos una 
función en forma arbitraria, solo imponiéndole la condición de que sea - 
acotada. 

De acuerdo con eT teorema 4 (Pág. 331), la función f(x,y) es integra- 
ble el el polfgono \*\ Finalmente, el teorema 2 hace posibíe evaluar esta- 
integral: 
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îj / (*. y) da = J J Cl da+ J J c t da +... -f J J c „da = 
= c i KI+í.|»,( + ... + fJw„"|. 


5. Condiciones de i n t e g ra b i 1 i d a d . Teorema sobre 
el valor medio. Para las funciones integrables en un dôminiowregu- 
lar afbitrario, son válidos teoremàs análogos a los del Par. 2 (Pag. 328 ): 

Teorema 1. La suma de dos funciones f(x,y) y <p(x,y), 
integrables en un c’ominio regular es también in - 
tegrable en este dominio y 

$ î [/(*. y) + <( (x, y)] da = J J f(x., y) da -f- J J <p (x, y) da. 

Teorema 2. B1 ppoducto de una conatante C pop una funcitfn f(x,y), 

integpable en un dominio peiular « . también ea integrable en este 

dominioy -- rc. 

\\cf(x,y)da=c\\f(x,y)da. 

E1 teorema 3 del parágrafo 2 corresponde al 1 del 4. 


Las demostraciones de estos teoremas se obtienen fácilmente emplean 
do la definición de la doble integral en un dominio regular y los teoremas- 
mencionados del parágrafo 2. 


Observación. Si las funciones f(x,y) y f (x', y) son integrables en - 
un dominio regular w7y satisfacen en él la desigualdad f(x,y)<y(x,y), en - 


tonces 


SJ/(x. y) da < S S ¥ (*» /) da ‘ 


En efecto, de acuerdo con el teorema 1, la última desigualdad es equi- 
valente a la desigualdad. 

î î [f (x. y) — f(x, y)] da^ 0. 

De la difinición misma de la doble integral, se deduce de inmediato - 
que la integral de una función no negativa es no negativa. 

Para una función de dos variables tiene lugar el teorema sobre el va- 
lor medio, análogo al teorema ariteriormente demostrado sobre el valor - 
medio para el caso de una función de una variable (Pag.265): 

Teorema 3. Si la función f(x,y) es integrable en un 
dominio cerrado». y si satisface en él las desigualda - 
d e s 
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*»</( x, y)*^A f, 


entonces 

wM<$5/(*, y)d<j^M\<o\. 

En efecto, de las condiciones del teorema y de la última observación,- 
se desprende que 

$ da < J $ f(x, y) </«<$$ M da. 


y en virtud del teorema 2 y de la definición de área de un dominio, tene - 
mos: 

)oS $J«rfa=«|»| y l$Mdo = M\» |. 

Observcción. En forma análoga a la definición de la Pag.272para una 
función de una variable, como va l o r medio de la f un c i ón f(x,y), 
integrable en el dominio « , entenderemos el número 


6; Integral Doble en un Dominio como Reiteración. - 
Admitamos que el dominio regular » esté definido por las desigualdades 


Íi (í)<k? 1 (4 

donde <p,(x) y <p g (x) son funciones continuas 


en [a, b] y 


«Pi (■*)<<P, W para a<x<6 



(Fig. 56). Llamaremos normal (respecto al eje OX) a un dominio en es 
tas condiciones. 


Sea D un rectángulo cualquiera, determinado por las desigualdades - 
«<*<£, a'<jf<ý'y que comprenda al dominio m . 

Sr la función f(x,y)e s contfnua en el dominio » , entonces, como se sa 
be 

$$/(*. y)do=[[F(x,y)do, 

m D 

donde 


F(x, 


•H 


f(x, y) 

o 


en los puntos de dominio l®"* 
en los demás puntos del rectángulo 
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Si la x es constante, la función F(x,y), consi<lerada como función so- 
lo de la variable y, tendrá no más de dos puntos de discontinuidad. 

Estos pueden ser solo los puntos P y Qen los que la recta trazada - 
«desde el punto x en el eje OX paralelamente al eje OY, intersecta la fron 
tera del dominio • Asf pues, para cada x existe la integral 

b> 

î^(*. y)dy. 

a' 

De aquf que, de acuerdo con la observación de la Pag.33Cty, se deduce que 

à b> 

\\ F ( x 'y)d<j= ${$ F(x,y)dy} dx. 

D a gl 

Tomando una x arbitraria y haciendo y, = ?,(*), y a = f,(x) ' , obtenemos: 

» y, y. v 

\F(x,y)dy=\F (x, y)dy+\F (x, y)dy+)F (x, y) dy. 

m’ a' y , V. 

Dado que F(x,y)=zQ P.ara V <;/y para entonces 

y y. 

5/=-(x, y)dy=\F(x, y)dy. 

* y, 

Observemos además que para y x tendremos F(x,y)=f(x,y) . Por 

lo tanto, 

*; y. v. (*) 

J F(x,y)dy=*\f(x,y)dy= J f(x,y)dy. 

* y, f, (*) 


De donde, en virtud de (1) y (2), obtenemos finalmente. 

b v, (x) 

“ «?.(*) 

Obseryación. Puede hacerse un razonamiento análogo para un domi - 
nio normal' respecto al eje OY, definido por las desigualdades 


Ìi(yX x <ỳ a (y). c<.y*Zd 


En este caso tenemos 


00 «v* w 

î J f(x, y) da =\dy\ f(x, y) dx= Ç { J f(x, y) dx } dy. (4) 

* ♦,<y) 


Si es posible dividir al dominio • en un número finito de dominios nor 
males w t ,... , entonces 

J J f(x, y) do = J J f(x, y) do -f- J J f (x, y) da +... 

“ «>l <u. 
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Para el câlculo de las integrales en los dominios ®i» ... , basta - 

emplear las fórmulas (3) y (4). 

Ejemplos: 

1. Evaluar la doble integral tìe la función 

/(*, y) = •** + xy -f 2 y\ 

tomada en ei triángulo D iimitado por ios ejes de coordenadas y por la - 
recta v = — x+1. 


Como es fácii ver, este triángulo es un dominio normal derinico por 
las desigualdaoes 

1, 0<.y<l_-*. 

Por consiguiente 

TiW = °. <P* (jc) = 1 — x. 

obtenemos ì \-x 

S S (**+•»? + V) da=\dx[ {x* +xy + 2/) dy = 

D 0 0 

Nuestro triángulo puede también definirse por las desigualdades . 

1, 0<x<l— y. 

A1 lector ie será fácil verificar que la integral 

[ dy ^V + x> + 2/)dx 

0 o 

tiene el mismo valor que el anteriormente caiculado. 

2. Calcular ia integral $$ (2x-\-Zy-\-\)dxdy en un dominio limitado por 

un triángulo con vértices(-l,-l), (2,-4) y (1,3). Encontrar además el valor 
medio del integrando en este triángulo. 

Establezcamos en primer lugar, por ei método conocido, las ecuacio - 
nes de las rectas que forman los lados del triángulo (las ecuaciones se - 
muestran en la Fig. 57). En seguida, por meàio de la recta x»l, dividimos 
el triángulo en dos dominios normales ®, y ,® f . Hubiera podido uti 
lizarse ia recta y= -1). Como ya sabemos, 

Sj (2x + 3y + l) < /x<?y = 5J(2x + 3y+l) < /xúry + J J (2x+3y + l)rfxrfy. 
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Puesco que los dominios ®, y 1«», son normales, ca- 
da una de las integrales deï segundo miembro puede - 
evaluarse como el producto de dos intesrales, obte - 
niéndose 


ty + \)dxdy = 

+ï 2*+» 

= J dx ^ (2x-J-3y + \)dy = 


5,(v+—i)“" 


Análogamente 

2 -7x +10 



=1^+4/+*cr-{ 


(60jc* — 1 98x -f 156) dx = — 1 . 


y por último 

^ (2j:-f 3j,_f l)dxdy = 3. 

Para encontrar el valor meoio de la función 2jc-f3jf-f î en el triáji 
gulo mostrado, hay que dividir el valor obtenido para la integral entre 
el área del triángulo, la que como es fácil ver, es igual a 9. Obtenemos 
asi 1 /3 como valor medio. 

3. Calcular el área del dominio<o, limitado por la parábola y = 2jc y 
la cuerda que une los puntos (2,-2) y (8,4) (Fig. 58). 

La recta x= 2 divide al dominiow en dos dominios normales: el do- 
minio l «il' , definido por las desigualdades: 

0<x<2, —VTx<.y^ + VTx, 
y el t ®*i , definido por 

2<x<8, x —4<y<V r 2x- 

Asf pues 


$$<í*4y=$5</xrfy-f JJdxrfy — 



Puede calcularse el área del dominio » por otro rnétodo. 
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En efecto, pueden considerarse este dominio corrio nui’mal y defini- 
do por las desigualdades 

— 2<.y<4, 

Por lo tanto 

• -2 y 

+ 4 T 

= J (y+*—Ç}dy= 18. 

Fig. 58 

4. Calcular el area del dominio normal ®> definido por las desi 
gualdades 

a<x<b % /,(*)<></.(*). 

donde /, (x) 4 / t (jc) • son funciones contfnuas en el intervalo [ a 
para las que se cumple la desigualdad /,(x)</ t (x) , siendo a<x<ô 
(ver Pag.313! 

Tenemos aquf: 

p p r /,w 

l®l=ïî </ff =ï </JC î <*y- 

• « AW 



Pero 


AW 


Por consiguiente 



5. Calcular ei volumen de la esfera 

je«-| 

E1 plano OXY corta a esta esfera según el cfrculo 
x « + / = r , > 

cuya interioridad, incluyendo las fronteras, designaremos con »• Como 
fácilmente se ve, el hemisferio situado arriba del plano OXY, es el con- 
junto de todos los puntos (x,y,z) tales que el punto (x,y) se localice en el 
dominio y z satisfaga la desigualdad: 
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0 < z < V r* — x' —y*. 

En virtud de nuestra definición de volúmen (Pag.334, obtenemos para - 
el volumen buscado de toda la esfera 

+r +Vr*'-x* 

V=2 ^ Vr' — x'— y' da = 2 ^dx $ V r' — x' — y'dy. 

<i* —r —x' 


A1 incegrar respecto á y, deberá 
sible introducir una nueva variable 


tomarse á x como constante. 
<p con la substitución 


Es po- 


y = y r'—rx* sin cp. 


dy = yr* — x' cos <o dto. 


Entonces 


Por lo tanto 


+T 


J Vr' — x' — y x dy= C (r a — x t )cos'(pd<p = £(r a — x a ). 

-JL 

2 

V—2 J ŷ(r*— x a ) dx=-jnr\ 


6. Calcular el volumen de la parte común de dos cilindros circulares 
de igual radio, cuyos ejes se cortan perpendicularmente. Tomemos los - 
ejes de estos cilindros como ejes coordenados OZ y OY 

Sus ecuaciones poórán entonces escribirse 

x a + y a = r a , x a +z a = r a . 

La parte común de estos cilindros se define, como se sabe, por las de 
sigualdades 

x* x' + z'^r'. 

Dado que no es fácil reoresentar o bosquejar esta región, se razonará 
de la siguiente manera: 

Este dominio es simétrico respecto al plano OXY. Bastará entonces - 
calcular el volumen de su mitad superior, definida por las desigualdades 

+ + 0. 

Designemos con (x 0 , y 0 ) un cierto sistema de números. que satisfagan a 
la primera de estas desigualdades. Para que el punto (* 0 ,.y 0 , i) se locali- 

ce en la mitad superioi- considerada, será necesario y suficiente que 

0 z «s; Yr' — xl. Por consiguiente, esta mitad superior coincide con el con- 
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junto de todos los puntos (x,y,z) tales que (x,yj se encuentre en el cfrculo 

x* -f-y =jr‘, y z satisfaga las condiciones anteriores. Designando con r fc 

la interioridad del cfrculo x*-j-ŷ = r* incluyendo su frontera, obtendre - 
mos para el volumen de toda la parte común de nuestros cilinctros, la inte- 
gral 

V=2 J [Vr' — x*dxdy=z 

+r + +r 

= 2 5 dx 5 v'r'—x'dy = 2 $ 2(r' — x') dx = 

-r „ yïnr* -r 

PROBLEMAS 


li Calcular las integrales dobles siguientes: 


ajJJcos^rfo en el cuadrado 0<*<ŷ, OaíyCy. 
Respuesta * 


en un dominio normal definido por las desigualdades 
0<>»<5, 0<*<5-y. 


en un dominio normal definido por las desigualdades 
0<x«s;a, Yax - x* /â‘ - *». 

Respuesta 

d) JJ Vcos*>r 4 -x*sin*>» da e n el restángulo 0<J6 < 

Respuesta 


bl îK ï + 7 +>* 

56 

Respuesta 15- 
c) 11**=*=? 


e) JJ y/ fM en el triángulo limitado por el eje OX, 

y la recta jcy=-l*; r >o, «>o. 

Respuesta îSïïl, 


la recta 


* = a 


2. Establecer, por medio de integrafes dobles, las fórmulas conocidas 
para las éreas de: a) un triángulo; b) un trapecio; c) un sector circular y 
d) una elipse. 


3. Por medio de la transformación de una doble integral en una inte - 
gral reiterada, demostrar que: 

. a x • « 

a) \dx J/(*,y)rfy= Jrfy y(*y)dx 

para una función cualquiera f(x,y) continua en el triángulo limitado por las 
rectas y =0, *=«, y=x (a > 0\* 
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« V a 1 — X» « V«»— y 

bí J<<* J J /(*.»** 

para una función cualquiena f(x,y) continua en el primer cuadrante del cir- 
culo 

4. Demostrar que el volumen de un segmento esférico se expresa 
por la fórmula 

donde r es el radio de la esfera y wla altura del segmento. 

5. Calcular el voiumen del cuerpo limitado por ol paraboloide elfpti- 

co y el plano *=*(*>0). 

Respuesta -ì.«a***. 

6. Las coordenadas del centro de gravedad de un dominio plano ® con 
una masa uniformemente distribuida, son los valores medios de las fun - 
ciones x,y; es decir 

'“râfí** ,= rÍÍj'* 

Determinar las coordenadas del centro de gravedad de: 

a) el semicfrculo 

b) el trìángulo del cjemplo 2 (pág.33S) 

Respuesta a) (°* ^)’ b» (J-. —J-J 



CAPmJLO XXI 


LA CNTEGRAL CURVl UNEA /0 DE LEVEA 


1. Arco Simple, Admitamos que las funciones 

*=/(0. y=fV), (o<<<6) (i) 

son continuas en el intervalo [o, b]. . A1 conjunto de todos los puntos del 
espacio, cuyas coordenadas ( x, y, z) corresponden a uno y al mismo va - 
lor de la variable t se le llama arco simple ( o abreviadamente - 
arco) si a los diferentes valores del parámetro t correspon - 
den diferentes puntos, o en otras palabras si las igualdades 

/(0=/(O, 9(0=fin, <HO=<HO 

implican que i' = f % 

Los puntos A, B, corresponoientes a los valores externos a, b del - 
parámetro t se denominan extTemos del arco. Se dice que un arco tal 
une los puntos A y B (Fig. 59). Un arco simple se designa también por 
el sfmbolo ab. 

La representación paramétrica de un arco simple 
por medio de las funciones que satisfagan las condicio 
nes arriba anotadas, se llama normal . 


Eiemplos: j/ p lg _ 5 9 

Son arcos simples: a) un segmento: b) una lfnea quebrada AA t A t ...A m 
siampre que los segmentos contiguos tengan un solo punto común y que - 
los que no lo sean no tengan punto común alguno; c) un arco de circunfe - 
rencia correspondiente a un ángulo central a, , donde 0<a<2n); y d) la 

gráfica de una función continua y==.f(x), en el intervalo [a, 6 ] . En el ca - 

so d), el arco paramétricamente se representa asf: 

x=t, y=f{f), z =0 (a<t <$) 

Teniendo una representación paramétrica normal cualquiera de un - 
arco simple, podemos obtener de ella un conjunto infinito de otras repre- 
sentaciones. Basta para ello tomar una función contínua arbitraria< = a(«) 

estrictamente monótona en un cierto intervalofa', b'] y que tome los valo - 

res a, b en los extremos de este intervalo. Las nuevas representaciones 
paramétricas serán 

x =f[a (s)] =f t ( S ), y = t p [«( 5 )] — ( S ) f 
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Si en el carco AB se considera una dirección determinada, es de- 
cir, si tomamos al punto A como principio y al B como final, se presen- 
tarán entonces dos posibilidades: al punto A corresponde el valor t=±za, 
o bien t=b. del parámetro t. En ei primer caso, diremos que la repre - 
sentación paramétrica concuerda con la dirección escogida y que 
en el segundo, no concuerda. Sila representación no concuerda - 
con la dirección escogida, entonces, hacieido t=—s, , obtendremos la - 
representaciôn concordante: 

x=f(—s)=f t {s), y=y(— s) = <p, (s), 

*=♦(—«) = ♦,(«) (—û). 

E j e m p 1 o s : 


i. Obtenemos la representación normal del segmento que une los 

puntos 4 ( x i> *,) y B(x t ,y^z t ), haciendo, por ejemplo 

x= Xi + (x t —x,) t , y =y x + Cy, —y t ) *, 

*=*, + (*,-*,)* 

para 0<*<1.. Esta representación concuerda con la dirección de A á B. 


2. Obtenemos ia representación normal de la mitad superior de la - 
elipse 


escribiendo 




x = acost, y = bsint, z = Q 


para tt. . Obtenemos otra representación normal haciendo, por 

ejemplo t=s* , y por lo tanto, 

* = ûcoss*, ^ = f»sins*, z = Ò, 0<î<ï/tt. 

2. Integral de Lfnea a io Lapgo.de un Arco. Admitamos 


que el arco simple AB está dado por la representación normal 


Jf=/(0, y=<f(t), s=tp(i) (o*£t*zb) (I) 

y además, que la función (I) tiene derivadas continuas en el intervalo 
[a, b]' .Tomemos en ei arco la dirección de A hacia B y supongamos - 
que ia representación paramétrica (I) concuerda con ia dirección esco - 
gida. Sea P(x,y, z) una función definiûa y çontinua en todos los puntos 

del arco . Formemos una cortadura cualquiera del intervalo [a, 

y designemos con < 0 = a<í, </*<C los extremos de los segmentos 
que constituyen esta cortadura. 


Tomemos en cada uno de estos segmeritos un punto arbitrario 
Sean 
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Formemos ia suma 

o=p(S P c.m*,- jg+JMS,. i,. o) 

HeciendoF (<)=/>[/(<), <p(0» '$(<)].escribamos la suma (I) como 

O = P (*,) I/(í,) -/ (/,)] + F (0 # ) (/ (/,) -/(#,)] + ... (2) 

De acuerdo con el teorema sobre el valor medio, existen ountos0',, 0;, 
para los cuales tienen lugar las siguientes igualdades: 

/<g -m m (*, - g v. < o; < g. 

/(*,) -fv x ) =/'(û;)(/ 1 -g (/, 


Hagamos 


«.<«,<g. 


•* ? (fr,)»=J ? (d;)+« l , /^(0,)=/^;) + ^ 


Fntonces, en virtud de (2), obtcnemos 

G=0'+p, 

donde 


(3) 


(4) 


o'=f (&;) r m a <,+f (&;) r («;) a/,+..., (5) 

y 

«=»/•(»;) m, +v” (»;» u, + ... 

Si se (iesUna ahora con i| al mayop de los números 1 *»!• I*• !• •••• 
y con M al Valor máximo de lá funcidn |/*(<)| en el intsrvalo [«, A], en - 
tonces 

|P|<AfïlA/,+Af>|A/ 1 +... =Afï)(6 —o). (6) 

Tomernos una secuencia normal arbitraria {î„}, de cortaduras y ae- 
signemos con {0„} la secuencia de las sumas corresponaientes, forma_ 


das anôlogamente a la suma G. De acuerdo con (4), para una definición - 
análoga de las sumas Q m y R m tendremos: 

o.=o;+«.. 

y, de acuepdo con (6) 

, |R.I<*'ì.(»-<>), 

y 0; .=îf «/•(() *. 

En virtud de la continuiaad uniforme de la función F(t) tendremos lim 
=0, y por consiguiente, de (8), lim R m = 0.. Por lo tanto 

ft-tCD 

* » 

J'»°.=S f < , )/‘(o<«=S( 5 t/w. »( 0 . +<)]/•(<)<«. < 9 ) 

EI lfmite de la secuencia {<?„} se ílama integral de lfnea de la 
función P(x , y t m), tomada a lo iargo dei carco AB en la tìirección de A a B, 
se deslgna con el sfmboio 

P(x t y, x)dx. 


(7) 

( 8 ) 


(10) 
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Asf pues, obtenemos la fôrmula 
ò 

y> z)dx=l P\f{t), f(t), t(t)]/'(t)dt. (11) 

Ob««pvaoiôn 1. Puedo dtmoatrtPM lomitimo» la d*mo»tr«ei6n) - 
que el valor de la integral de lfnea (10) no depende de la representación - 
paramétrica (I) siempre que eéta concuerde con la dirección escogida en 

el arco. En otras palabras, si el arco AB se diera a través de otra re - 
presentación normal que también concordara con la direcciôn escogida, 
procediendo entonces de una manera análoga, obtendríamos el mismo va- 
lor para la integral (ÌO) 

Observacion a.Sienel arco se toma la dirección de B á A, en - 
tonces, como se sabe, la representación 


x=f(—s), y = f{—s), z=ỳ(—s) (— a) 

es una representación normal del arco AB , que concuerda con la direc 

ción de B á A. 

De este modo 


y, z)dx= ^P\f(-s), f(-s), ♦(-«)][-/'(-s)]rfí. 


Haciendo s=—t, , obtenemos 

,)*:=- jp[/(/), f(í), t(l)]/'(t)<a. 

Por lo tanto 

^ p ( x > y> *)dx= — ^P( X , y, Z )dx. 


( 12 ) 


Observación 3. Si en el arco AB tomamos un punto arbitrario C, 
correspondiente al valor del parárretro t=c (a<c<b), > entonces 


y> *)<t x =l p íf(t), f(t), ỳ(t)]f(t)dt, 
^ p (*> y> *)dx=j P[f(t), f(t), ỳ(t)]f(t)dt. 
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Por consiguiente, en virtud de (11) 

I^’ y ' z)d ?= î p ( x > y> z)dx+ $ P(X, y, z)dx. 

ÀB & CÈ 

Observacidn 4. Enla forma análoga se definen las integrales - 
de lfnea simbolizadas por 

J P(x, y, z)dy, J P(x, y, z).dz. 

XÈ Xè 

Para estas integrales se verifican las siguientes relaciones: 

b 

J P(x,y, z)dy=\p\f(t), <f(t), ỳ(t)]<p'(t)dt, 

Xd « 

b 

J P(x, y, z)dz= J P[f(t), f(t), <p(t)W(t)dt. 

Xè <* 

E jem pl os : 

1. Calcular la integral ^ -y*)dy a lo largo del arco de la hélice 
Xè 

x = r cos t, ỳ = rslnt, z=at (0 < i < 2tt) 
desde A(r, 0, 0) hasta B(r, 0, 2na). 

Substituímos esta integral por una integral definida ordinaria, toman 
do en cuenta que 

g = rcos/. 


De esta manera 

r * 

)b dy= j r ' costdt — 

Obtenemos análogamente 

2« 

j* tf-\-ý)dx= J — r* sln<rf*=:0, 

(x* +S) dz=j r'a dt = 2nr*a. 

2. Calcular la integral J xdy a lo largo del arco 
x = a cos t, y=aslnt {o<t<—^ 

en la dirección contraria a la de la representación paramétrica. 

Tenemos aquf _ 7 

J xdy=—C acos t-acoa tdt= — Î2-. 
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3. Integral de Lfnea a lo Largo de una Curva Arbi- 

traria. Admitamos que la_curva C está formada por un número finito - 
de arcos simplesA4 1 , jÇÀ t ,\A t A t , ... (Fig. 60). Escojamos en estos arcos 
direcciones tales que un punto que sea extremo de - 
dos arcos consecutivos, sea principio de uno y final 
del otro. Admitamos por ejemplo, que hemos rela - 

cionado las direcciones AA ít A x A t , .Las di - 

recciones de estos arcos nos definen una cierta direc 
ción en la curva. Si la función P(x, y, z) es definida 
y contfnua en todos los puntos de la curva C, entende- 
' remos entonces como integral de línea de 
Fig. 60 la función P{x,y,z) según la curva C (en una dirección 

escogida), la suma de las integrales a lo largo de cada arco en particu‘lar+ 

Asf pues, por definición 

J P(x,y,z)dx= J P(x,y,z)dx+ J P(x, y, z)dx+ ... 

c jç i, 

Sea una curva dada por la representación paramétrica 
x=/(t), y=<f(t), z=ỳ(t) (a«zt*zb). 


Admitamos que en los intervalos (a, a t ), (a v a t ), ... (a<a,<o,<.. ><£) 
estas funciones son continuas, que poseen derivadas continuas (unilate - 

rales en los extremos), y que además estas funciones, consideradas en - 

los intervalos a •'*’ dan representaciones norma - 

les de los arcosÁ4j, A x A t , A t A t , .... concordantes con las direcciones selec 
cionadas. Es fácil observar que bajo tales suposiciones, tendremos: 

b 

\P(x,y,z)dx=\p\f(f), f (t), <p(t)]f(t)dt. 
c i 


Si en los puntos a lt a t , ... no existe la derivada f'(f) , deberá 

interpretarse esta integral en el sentido ifnpropio. 

Caben observaciones análogas para las integrales 

+ Obviamente, bajo la condiciôn que las integrales en cada uno de estos 
arcos existan. 
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J P(x,y,z)dy, 
c 


[p{x, y t z)dz. 
c 


E j em pl os . 

1. Calcular la integral 

J (x+2 \y-z)dx 

AB 

a lo largo de una líhea quebrada que una los puntos A (0, 0, 0), C(l, 0, 0), fi(i, i, 

Según lo anterior, es necesario evaluar la integral en el segmento de 
A á C y enseguida en el segmento de C á B, sumando los resultados obte- 
nidos. 

Dado que a io largo dei segmento AC tenemos y=z=0 , , la integrai - 
prirnera será entonces una integral definida ordinaria: 



La segunda integral es igual a cero, ya que x es constante en el seg - 
mento CB. 

2. Calcuiar la integrai. 


î <x’+y)áx 

AB 

desde el punto.4(0, 0)hasta el punto B(0, 1) ; 

a) a lo largo dei segmento que une estos puntos; b) a lo largo de la curva 
formada por el segmento AC que une el punto A con el punto c(t,0),-y por 
el arco menor de una circunferencia unitaria que una los puntosC y B; c) 
a lo largo de la linea quebrada ABC. 

En ei caso b), tenemos: 

J (x*+y)dx= J (x'+y^dx -f $ {x*-{-y)dx. 

AB AC CB 

La primera integral es una integral definida ordinaria, ya quey»0 en 

AC. 


Calculamos la segunaa integrai haciendo 
x = cos t, y = sín/ 

de donde 
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t. 


Asf pues 


i 

j (** +>0 dx=^x*dx = ^, 

2 

J ( jc * -\-y)dx= — f (cos* i-{- sin t)i\ntdt = — . 

CB 6 


De aquf que 


J (x'+y)dx=-ï. 

AB 

En el caso c), de acueroo con lo anterior 


Para calcular la integral en el segmento CB, apiicamos la representa- 
ción paramétrica. 


x=\—t. y,=t (0<f=ssl). 

Obtenemos 

ì 

J (*' +y) dx=- J [(1 — i)'+t]dt =- A, 

CB 0 

De csta manera, en este caso 

- L. 

4. E1 trabajo Como una Inlegral de Lfnea. Corno se sabe 

si un punto material se desplaza rectilfneamente desde el punto A (x,, y t , z t ) 

hasta el B(x t , y t , z t ) bajo la acción de una fuerza constante P, paralela - 
al eje OX, el trabajo realizado por esta fuerza se expresará eutonces por 
la fórmula 


L=P(x t — *,). 

Supongamos ahora que las funciones (I) (Pág.345> describen el movi - 
miento de un cuerpo material a lo largo de la curva (C). Supongamos 
además que durante el movimiento, el punto experimenta la acción de 
una l'uerza que permanece paralela al eje OX, aunque variando en magni- 
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tud. ibea que P(x,y,z) designe e( módulo de esta fuerza en el punto 
(x,ỳ\z), ôe halla en la curva (C). Formemos una cortadura arbitraria - 
í del segmento [<*, con los puntos •</,•<..., a los que en la - 

curva corresponden los puntos A ot A Jt ^A .cuyas coordenadas son res- 

pectivamente(x # , y t , z 0 ), (x t , y v 
Las expresiones 

p ( x » y •> *„) (— x t ), P(x lt y it zj (x, — x t ) t ... 

representan los trabajos efectuados en los segmentos A 0 A it A ^,..., 

por las fuerzas constantes P(x 0 , y 0 , z 0 ), P(x lt y y z t ) t ... respectivamen 

te. 

De esta manera, a la suma 


O=P(x 0t y 0 , zjtx,— x 0 )+P(x lt y lt Zj )(j c 0 —x t )+... 

Puede considerársele como un valor aproximado del trabajo realizado 
por la fuerza operante. 

Dado que para cada secuencia normal {?„} de cortadura la secuen- 
cia correspondiente {O n } de las sumas tiende a la integral de lfnea 

\P(x t y, z)dx, 


entonces, intuitivamente, diremos que la anterior integral da la magnitud 
del trabajo realizado por la fuerza variable P(x, y, z) a lo largo de la cur 
va C . 

Observación. Si la fuerza variable lo es en módulo y en dirección, - 
designando entonces con P(x t y,z), Q(x,y,z)\ R(x,y,z) sus proyecciones - 
sobre los ejes coordenados,deterrninamos el trabajo realizado por la 
fuerza a lo largo de la curva C, por medio de la fórmula 

Q(x, y, z)dy+ J R(x, y, z)dz. 

Usualmente, se escribe en la forma abreviada siguiente: 


L=^P(x, y, z)dx +j 


L=\p(x, y, z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x, y t z)dz. 
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Ejem p 1 o . 

Calcular el trabajo efectuado por una fuerzaconstantetanto en magni- 
tud como en dirección, por ejemplo la fuerza debida a la gravedad, al 
desplazarse un punto a lo largo de una curva dada. 

Haciendo coincidir la dirección positiva del ejeiOz con la dirección - 
de la fuerza (lo que es siempre posible, escogiendo convenientemente el 
sistema de coordenadas ) tendremos: 


P(x, y, z) = Q (X, y, z) = 0, R ( x , y, z) = c , 

donde c es una constante positiva. 

Si ia curva esta dada en forsna paramétrica 
x=f(t), y=y(t), z = ỳ(t) 

y el movimiento tiene lugar en una dirección concordante con esta repre- 
sentación paramétrica, obtendremos entonces 

p 

*■= î ctó=Jcf(Orf/ = c[Ŷ(p)~Ŷ(a)]. 

c « 

Designado el principio y el ffn de la curva con (x v y v *,) y (x t , y t , z t ), 
encontramos 


L = clz t — z t ). 

Vemos, que en este caso, el trabajo nodepende de la trayectoria, si- 
no únicamente de la diferencia de niveles medidos según el eje 02. 

5. Curva Cerrada. Una curva formada por dos arcos simples - 
que posean soio extremos comunes, se denomina curva cerrada 
sim ple. 

Tales son, por ejemplo, la circunferencia, la elipse, el triángulo, el 
polfgono, etc. 

Una curva cerrada simple puede darse también por medio de una re- 
•presentación paramétrica: 


x=f(t), y = y(t), z = ỳ(t), (a<.t<.b), (I) 

en la que las funciones f(t), <p(0. B ^(0 son continuas y satisfacen las 
siguientes condiciones 

0 f(°) =f(b), <f(a) = <f (b), (d) = <{> (b); 

2) si para dos valores distintos t', t" del parámetro se cumple 
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f(0 —/ (O. f (0 — (f (O. = entonces t’ = a , f=b, ° bien t ==b , t” = a. 


En otras palabras, ©n la representación (I), a cada punto de la curva, 
con exclusión de uno de ellos, corresponde solo un valor del parámetro. 
A1 punto excluido, le corresponden dos valores del parámetro t, a saber 
y i — b. . A una representación hecha con funciones que po - 
sean las propiedades indicadas, se le llama normal . 

Consideremos algunas propiedades importantes de las curvas cerra 
das simples planas. 

, a). Cada curva de este tipo divide al plano en dos dominios, de los - 
cuales, uno (limitado) co se llama dominio interior de la curva C, - 
y el segundo (ilimitado) <ó' se llama dominio exterior de la curva C, 
la curva C es la frontera de los dominios <o, o>'. 

£>). Dos puntos cualesquiera del dominio «o (o dos cualesquiera - 
del «') pueden unirse por una lfnea quebrada que no posea puntos co- 
munes con la curva C. 


c). Cada arco simple, uno de cuyos extremos se halle 
en el dominio tó , y el otro en ú, • corta a ia cur- 
va C. 

Fácilmente verificará el lector en una forma intituiva 
estas propiedades para la circunferencia, el triángulo 
y el polígono. En el caso general, su demostración es 
compleja, por lo que la omitiremos. 

Fig. 61 

En una curva C pueden escogerse dos direcciones. Si la curva C. es 
plana, a una de ellas se le ilama izquierda y a la otra derecha. 
Suponiendo que, con exclusión de algunos puntos, la curva C posea tan - 
gente, es entonces posible caracterizar la dirección izquierda de la si- 
guiente manera. 



En un punto arbitrario M de nuestra curva trazamos el segmento MB 
perpendicular a la tangente en este punto, encontrándose este segmento - 
(excepto el punto M) totalmente dentro del dominio limitado por la curva 
(Fig. 61).Siel vector forma con la dirección de la tangente (que con 1 - 

cuerda con la de la curva) un angulo . entonces la dirección esco 

gida en la curva será izquierda. La conveniencia de esta dirección con- 
siste que al avanzar a lo largo de la curva en la direoción izquierda, 
tendremos un dominio limitado por la curva por el lado izquierdo. 

Si la curva C está dada por una representación normal, esta repre - 
sentación puede ser entonces concordante o no concordante con la direc- 
ción tomada en la curva. Si la dirección es no concordante con la direç 
ción adoptada, entonces, haciendo t=~ s , obtendremos una representa - 
ción concordante (ver Pag. 345) 
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Ejemplos. 

1. Haciendo 

x = azost, y = bs'mt (O^t^ 2n), 

obtenemos la representación paramétrica normal de la elipse: 



concordante con la dirección izquierda. 

2. La representación normal paramétrica del cuadrado con vértices - 
en (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, l)puede darse por ejemplo, asi 

x = t, y = 0 P ara 0^/<l; 

x=l, y = t — 1 P ara 

x = 3~t, y=\ para 2 ^<3; 
x=0, y = 4 — t para 3 1 ^ 4 . 

Es fácil verificar que las funciones de este modo definidas 

x=f(t), y = y{t) 

son continuas en el intervalo [0, 4] y que satisfacen las condiciones 1) y 
2). Cuando t crece de cero a cuatro, el punto (f(t), y(t)) recorre el cua - 
drado en la dirección izquierda 

pasando por cada punto solo una vez (con exclusión del punto (°* °))- . 

Substituyendo en estos ejemplos á t por -s obtenemos rep resentacio - 
nes normales concordantes con la dirección derecha. 

6. Integral de Lfnea a lo Largo de una Curva Cerra 
da. Admitamos que la curva cerrada simple C está dada por la represen 
tación paramétrica normal 

x=f(t), y = <f (t), z=<p(t), a^t^b. 

Supongamos que en los intervalos 

(<*• a ih («„ a t ), ... [a < a, < a t <... <£] 

las funciones dadas poseen deri vadas contfnuas (unilaterales en los ex - 
tremos). Si la función P(x,y, z)es definida y contfnua en los puntos de la 
curva C, entonces de acuerdo con el parágrafo 3 


^ P (x, y,z)dx=± J P[f (î), <p (/), (/)]/' (f) dt. 
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dependiendo el signo de que la integral se tome concordantemente con la 
representación paramétrica ae ia curva C o en la dirección contraria. 

Si en la curva tomamos dos puntos arbitrarios A y B (Fig. 62), enton 
ces, haciendo que los arcos XtnB y BnA ten S an direcciones concordantes - 
con la dirección escogida en la curva, podrá escribirse 



Fig.62 



Por consiguiente. 


$ P(x,y,z)dx = J P(x,y,z)dx+ [P(x,y,z)dx. 

L áa 

7. Integriles de Lfnea a lo Largo - 
de Curvas Planas Cerr'adas., SeanS 
dos curvas cerradas planas cuya parte común sea 
solo el arco simnle AB (Fig. 63). Admitamos ade- 
más que los dominios intemores ®, y limitados 
por las curvas C, y C it no poseen puntos comunes. 
Supongamos que la curva C, esté formada por los 
arcos L } y AB, y la C t por L t y AB. m l Q s arcos L x 
y L t forman una curva cerrada simple Q q U e lim_i 
ta al dominio ®, , el que a su vez contiene a los - 
dominios «, y Si en las curvas C, y c t se eli- 
ge la dirección izquierda, las direcciones de los - 
arcos L i y L, en C serán concondantes con su di- 
rección izquierda. Puesto que el arco AB tiene en 
las curvas C,,C t direcciones contrarias, ent.nces 

[ P(x, y)djc= J P(x, y)dx + ^P(x, y)dx, 

[ P(x, y)dx= [ P(x, y)dx+ J P(x,y)dx. 

c- L Sa 


^P(t,y)4x+^P(x,y)dx=jP(x,y) ix + £ P(x, y) dx, t 


Asf que 


J P(x, y)dx= [ P(x, y)dx+ J P(x,y)dx. 
c c, c, 

Admitamos que la frontera C del dominio w está formada por varias 
curvas cerradas simples C,, C t , C t> ... (Fig. 64) Se llamará dirección iz-- 
quierda de la curva respecto al dominio » a la dirección tal, que al 

recorrer la curva C^ tengamos al dominio • a la izquierda. Asf pues, la 
dirección izquierda respecto a un dominio, depende de que éste se halle - 

dentro o fuera de la curva cerrada dada. Por ejemplo, para un dominio 
comprendido dentro de dos circunferencias concéntricas, la 
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dirección izquierda respecto §1 dominio en la circunferencia interior, se 
rá contraria a la dirección izquierda a la circunferencia exterior. En - 
forma análoga se define la dirección izquierda respecto a © en las - 
curvas C t ,C t) ... 

Tomemos en cada una de las curvas c i> c,,... dirección izquierda 
respecto a <ò 

Se llama entonces integral de ifnea to - 
mada a io largo de la frontera C en la direc 
ción izquierda, a la suma de las integrales 
tomadas a lo largo de las curvas 
(en la dirección izquierda respecto a # : 

P(x, y)dx = 

=$ P(x, y)dx+\P(x,y)dx+... 

c, c, 

Consideremos el siguiente teorema: 

Si un dominio cerrado a es la suma de dos dominios ce- 
rrados ® a , que no poseen entre sf puntos interiores comunes, 

entonces, suponiendo que las correspondientes fronteras C, C v C f 
estén constituídas por un número finito de curvas simples cerradas 
(Fig. 65) , podrá escribirse 

P(x, y)dx= $ P(x, y)dx+[ P(x,y)dx. 

C , c, 

Las integrales se tomân en una misma dirección - 
respecto al dominio. Esta última relación es clara intuitivamen- 
te, si observamos que cuando un cierto arco pertenece a Q, sntonces o - 
pertenece solo C t , o solo C t con la misma dirección que en C;si por - 
el contrario, un cierto arco, no perteneciente a C.pertenece a C„perte- 
necerá necesariamente aC„ pero con dirección 
contraria en C v 

8. Teorema (Fórmula) de Green. - 
Sea ®» un dominio normal definido por las de 
sigualdades: 

Fig. 65 o<x<à, /,W<y</,M, 

donde /, [x) Y /,(x) son funciones continuas en [a, b] .Sea 
P(x, y), una función dada definida y contfnua tanto en el 
interior como en la fron.tera del dominio Supon 

dP 

gamos además que la derivada gjr es acotada y contfnua 
en todo punto interior del dominio ®. . Tiene lugar entonces la si -- 

guiente relación 
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§P(x,?)ax=- (i) 

c u> 

donde C es la frontera del dominio < 0 , y la integral se toma en lsr>di - 
rección izquierda. 

Demostración. Es fácil ver (observación 2, Pag. 347 ) que 

b b 

J P (x, y) dx = $ P [x, /j (*)] rfx — J P [x, / t (x)] </x, (2) 

C a a 


y 

íjf-ff*"'- 

a /.(*) 

ya que 

y £ d y=P[xJ t ( x )]— p [x,fA x )] a<x<b, 

/■(*) 

entonces 

b 

íí ¥ da ~ 4 '~ p [*» A W]} (3) 

Igualando (2) y (3), obtenemos: 

Se supone que el dominio a puede dividirse en un número finito 
de dominios w i> “*»•••» normales respecto al eje OX, la fórmula (I) es vá 
lida también en esfce caso. 

En efecto, designando con C lt C t , las fronteras de los dominios 

®i» w «» , obtenemos, de acuerdo con. el teorema que cono.cemos (Pag. 


J P(x,y)dx=\ P(x, y)dx-\- J P (x,y)dx -f ... 

C C, c, 

Aplicando solo el teorema demostrado, hallamos 



Por consiguiente 
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^P(x,y)dx=- 

Bajo las suposiciones correspondientes respecto a la frontera del do- 
minio (o y respecto a la funciónQ(jc,.y, z), encontramos, procediendo 
en forma análoga a lo anterior 

c “ 

Reuniendo ambas fórmulas abtenemos 

| P{x ’ rtto+Qt*’ »*-=$(«?-£)*’• 

Esta fórmula contiene a las dos anteriores como casos particulares 
(para Q — o respectivamente) y se denomina Fórmula de 

Green, ' 

Ejemplo. Aplicando la fórmula de Green a la integral 
$ (2x — 3 y )dx-\-(x —y) dy , 

donde C denota una circunferencia unitaria, recorrida en la dirección - 
izquierda, obtenemos 


P(x,y) = 2x — 3_y, 


dP 

ày 


— 3, 


Q(x, y) — x—y, 

à_Q_, 

dx~ l ' 


Por consiguiente 

J (2x — 3.y) dx + (x —y)dy = J J 4ds = 4«. 
c u> 

Es fácil verificar este resultado calculando directamente la integral 
dada. 

9. Aplicaciones del Teorema de Green, E1 teorema de - 
Green es uno de los teoremas fundamentales de la teorfa de las integra- 
les dobles. Sus aplicaciones son de particular importancia en la Física 
Matemática. 

E1 valor fundamental del teorema de Green radica en que permite - 
expresar una integral de lfnea por medio de una integral doble e inver - 
samente. 

Indiquemos aquf algunas de las consecuencias inmediatas. 

1. Designando con C la frontera del dominio « y con A su área - 
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al hacer 

v dP . 

P{x,y)=y, 

encontramos 

J ydx= —[\do = —A. 

C u) 

Haciendo además 

g=i, 

obtenemos 

Por lo tanto 

A —\ j (xrfy— 
c 

Las integrales se toman en la dirección izquierda. 

2.Designemos con <o » un dominio contenido en el interior de una - 
curva cerrada C. Sean P{x t ỳ) y Qbc;y) funciones acotadas y contfnuas den 
tro de con derivadas pa-pciaies y dQ acotadas y contínuas - 

ày Sx 

también dentro de <• . Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema. Para que cualquier curva cerrada c, ubica- 
da dentro de <oj ,tenga lugar la reiación, 

$P(x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, 
c 

es necesario y suficiente que en cada punto (x,y) del dominio se 

verifique la igualdad. 

dP __dQ 
Hŷ $x ' 

Supondremos que en la curva cerrada C* es aplicabie el teorema de - 
Green. 

Demostración. Suponiendo que 

dP _ dQ 

dy dx ’ 

obtenemos, de acuerdo con la fórmula de Green 
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| P (*, „ <lx + Q (*, y) dy = fj (g - £) * = 0, 


lo que demuestra la suficiencia de la condición. 

Admitamos anora que para cada curva cerrada simple C* tiene lugar 
la relación 

J p (*> y)dx + Q(x, y)dy = 0. 

c -> 


De aquf se desprende, de acuerdo con la fórmula de Green 

Sea que la proposición del teorema no se cumple, de tal suerte que 
en un cierto punto ^ 0 ) del dominio to tengamos, por ejemplo. 

àQ(x„,y 0 ) dP(x 0 , y 0 ) ^ „ 

di dỳ -==*>°. 

dQ dP 

En virtud de la continuidad de la función d*~aŷ se encuentra un 
cfrculo suficientemente pequeno K con centro en el punto (x 0 , y # )r , en - 
cada uno de cuyos puntos se cumple la desigualdad . 

àQ dP. i 
àx dy ^ 2 a ' 

Entonces 

(Con se designa el área del cfrculo K). Pero esto contradice - 

la relacion U), válida para cada dominio » , esto es, para cada cfrcu 

lo K. 

Procedemos análogamente para o<0. 

Observación. Admitamos que para cada curva cerrada simple C', - 
bicada dentro de w, tengamos 


J P(x,y)dx-^Q(x,y)dy = 0. 
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■ Bajo una condición tal, puede afirmarse que 
si dos puntós cualesquiera A y B del dominio <i> 
se unen por el arco AB, ubicado én &> entonces 
la integral 


.J P(x,y)dx + Q(x,y)dy 

Áè 



Fig. 66. 


no depende del arco ÁB 1 sino solo del punto inicial A y del final B. En - 
otras palabras, esta iritegral tiene un valor y solo uno en todos los arcos 
que unan al punto A con el punto B. 


En efecto, unamos los dos puntos A y B por medio de dos arcos Amtì y 
AnB) (Fig. 66), que no tengan puntos comunes, excepto A y B. Consideran 
do la curva cerrada AmBnA,tenemos 


S P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0, 

AmBnA 


por consiguiente 

5 P(x, y)dx + Q(x, y)dy+ J P(x, y)dx-\-Q(x, y)dy = 0 

AmB BnA 


asf que 


j P(x,y)dx + Q(x,y)dy= J P(x, y) dx -f Q(x, y)dy. 

j/mB AnB 


( 2 ) 


Admitamos ahora que ios arcos AmB . AnB tengan, además ae los puntos 
A y B, un número finito de puntos comuii.es aislados de ambos arcos. De- 
mostraremos que la fórmula (2) sigue siendo válida en este caso. 

En efecto, designando con P, Q, .,. , p, ^denadamente los puntos aisla- 
dos y los extremos de ambos arcos (Fig. 67) observamos fácilmente que 
en virtud de lo ya indicado, las integraies de lfnea, tomadas en los tra- 
mos AP, PQ , . . .áel arco AmB,, son respectivamente iguales a los tomados 
en los tramos correspo ndientes del arco AnB. 



Fig. 67 


Por lo tanto 

S = S + S+--- = S • 

AmB AP PQ AnB 

La fórmula (2) es válida también cuando los - 
arcos AmB y /4«S J posean un número finito de - 
puntos comunes. Sin embargo es en este caso 
diffcil ia dernostración, que omitiremos. 

El lector fácilmente observará que, al contra- 
rio, de la suposición, la integral 
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} P{x,y)dx-\-Q(x,y)dy 
ÂB 


no dependen del arco AB, sino solo de los puntos inicial y final, de - 
donde se sigue que para cada curva cerrada C', tendremos: 

J P(x,y)dx^-Q(x,y) dy = 0. 


Admitamos, como antes, que « es la porción interior del do- 

minio lirnitado por ia curva cerrada C, Sean P(x,y) y Q(x, y) funcio- 

dP dO 

nes definidas y continuas en w con derivadas parciaies dŷ y ^ • con- 

tinuas también en w. Bajo estas condiciones, demostraremos el si- 
guiente teorema: 

Teorema. 2. para aue exista la función V(x,y), 
definida en u> tal que P(x,y ) y Q(x,y) sean sus deri va_ 
das parciales respecto a x, y, respectivamente, es 
necesario y suficiente que en cada punto del domi- 
nio w ' se cumpla la igualdad 

dP_dQ 
dy dx ' 

Demostración, Demostramos que era necesaria en la Pág, 176,- 
En efecto, si 

£=*><*.» y !=■«<*.». 


entonces 


dp _ d'V _dQ 
dy dx dy dx * 


Para la demostración de la suficiencia, admitamos que en el do- 
minio ® se cumple la condición 


dP = dQ 
dy dx 


(3) 


En virtud de la observación en la Pág. 361, el valor de la integral 

J P(x,y)dx-\-Q(x,y)dy 
ÁB 


no dependen del arco AB, sino únicamente del punto inicial A y del - 
final B. 

Obtenemos la función V(x,ỳ\ çje siguiente manera. Tomemos- 
en <û un punto cualquiera A (x 9 ,y. t ). Detçrminamos el valor de la — 
funciôn V(x,y) en un punto arbitrario B.(x,y) del dominio 01 haciendo 
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V(x,y)= J P(x,y)dx + Q(x,y)dy, V (x„ y 0 ) = 0, 

ÁB 

donde AB es un arco arbitrario que une los puntos A y B. Para la deter- 
minación de las derivadas parciaies de la función V(x,y) , observemos 
que si el punto C del dominio <o posee las coordenadas (x-\-h,y), 
entonces 


V(x-\-h,y)= J P(x,y)dx + Q(x,y)dy, 

donde el arco ABC está formado por el arco AB y el segmento rectilf - 
neo BC, paralelo al eje OX. 

Por consiguiente 


y 


V(x + h,y) 


J Pdx + Qdy+[ Pdx + Qdy *) 
ÁÈ * c 




Puesto que 


^Pdx + Qdy = \ 


Pdx, 


entonces 


!*/>(<, y)dx. 

M 

De quí que, en virtud del teorema sobre el valor medio (Pag.272) 
V(x+h, y) - V(x,j) =P(X + M,y) (0<d<1). 

Tomando en cuenta la continuidad de la función P(x,y), obtenemos: 

Se demuestra análogamente que 

Observación. 1. Puede demostrarse que, bajo las condiciones del - 
teorema anterior, la función V(x, y)f está definida con exactitud hasta - 
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una constante arbitraria. Basta, obviamente, demostrar nue la función 
V{x,y) satisface dentro del dominio , limitado por la curva C, 

las condiciones 


dV 

dï 


= 0 , 


dV 

ày 


o, 


entonces 


V (x, y) = const. 


En efecto, uniendo dos puntos cualesquiera A y B del cominio w 
por medio de un arco simple, ubicado completamente en û>, obtene - 
mos: 


dV\f(t), <p(f)l dv 

dt dx 


/ ' w +ç»'w= # - 


donde *=/(*)» y= 9 (/)— eonstituyen la representación normal del - 
arco AB. 


Asf pues 


^[/( 0 . 9 (*)]—const. 

De aquf se sigue el valor de la función V(x,y) en el punto A es 
igual a su valor en el punto B. 

Observación. 2. Los resultados últimos son análogos al teorema - 
sobre la existencia de la función primitiva para una función contfnua - 
de una variable. 

Efectivamente, hemos demostrado que bajo determinadas conaicio- 
nes, existe una función que posee una derivada dada y que dos funcio - 
nes tales, difieren entre sf solo en una constante. 

Ejem plos. 

1/ Las funciones 


P(x,y) = x'+y, Q(x,y) = 0 

no satisfacen a la condición de nuestro teorema, ya que 

v |?= 0 . 

dy * àx 

Como nos hemos cerciorado ya (Pa'g.350, ejemplo 2 , la integral de 
lfnea ^ P(x, y)dx-\-'Q(x,y)dy puede tomar diferentes valores para dis- 

tintas curvas que unan dos mismos puntos. 

2. Para 

P(x,y)=x+y, Q(x, y)=x —y' 
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tenemos 


dy dx 


Por lo tanto, existe la función V(x,>). para la cual 


dx— x ^ y ’ dv 


De la primera ecuación se sigue que 


x—y*. 


V(x,y) = ^x* + xy + <f Cv), 


donde Ç(ý)— es una cierta función de la variable y. La determinamos 
por medio de la se.qunda ecuación 

fíV 

%=x + <?' (y)=x—y\ 


de donde . 

<p' ly) =—/, <pCv) = -i/ + c. 


donde C es una constante arbitraria. 

V(x, y^^^+xy — ^+C. 


Finalmente. 



CAPITULO XXII 


TRANSFORMACIONES CONTINUAS. 

CAMBIO DE VARIABLES EN LAS INTEGRALES DOBLES 

LTranefopmactonaa. Si a oàda punto A de cierto conjunto B +/ le co- 
rresponde un punto B de otro conjunto y cada punto del conjunto E^ co- 

ppesponde por lo menos a un punto del conjunto E, se dice que existe una 
transfopmaciòn univaluada definida del conjunto E sobre el 
conjunto E^, 

B1 conjunto se llama imagen del conjunto E. Puede ocuppìp que 

este conjunto esté parcial o totalmente contenido en B, o que coincida con 

61 . 


Ejemplos, 

1. $ea que el conjunto E es un cfrculo de radio r con centro en O. A ca- 
da punto A del conjunto E, le hacemos corresponder en el punto medio B 
del segmento OA. La imagen del conjunLO E será un cfrculo de radio }r y 
concéntrico con ei primero. 

2. Sea E un triángulo cualquiera. A cada punto del conjunto E le hace- 
mos corresponder su proyección sobre el eje OX. La imagen del conjun- 
to E será un segmento alojado sobre el eje OX. 

Si al punio A de coordenadas x, y, corresponoe un punto B de cooroena- 
das xf yf entonces la transformación se aefine mediante dos funciones da- 
aas 

x’=f(x,y), y' = <f(x,y), (l) 

definidas en el conjunto E, ias cuales dan la posibiliaaa de encontrar las 
coordenadas de B a través de ias coordenaaas de A. 

Ejeniplos. 

3. Si en «1 ejemplo 1, del nflmero P , el centro O tiene las ooordena- 
das p, q, entonces la transformación se determina pop ias funcionea 

x’ — ’LtP w—y±i 
x — 2 • y ~ 2 ' 

4. La trarisformación en el ejemplo 2 se determina por las funciones 

x'=x, y' = 0. 

5. A caaa punco A (x, y) del conjunto E le nacemos corresponder el pun- 
to B (x', y'), cuyas coordenadas se determinan por ias funciones 

x' = Jtcosa—.ysina, y' = xsin a-j-y cos a. 


+ ) Supondremos que los conjunios E y Ej son planos, aunque esta restric- 
ción no es necesaria. 
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La imagen es el conjunto que se obtiene girando el conjunto E un ángulo 
en torno al origen de coordenadas. 

2. Transformaciones Continuas. Transformaciones Biu- 
nfvocas. Si las funciones (1), que definen la transformación, son conti- 
nuas, entonces la transformación también lleva el nombre de continua. 

Las transformaciones dadas en los ejemplos 1 á 5 son continuas. 

Si a dos puntos diferentes del conjunto E corresponden siempre dos pun- 
tos diferentes del conjunto E., entonces tal transformación se dice que es 
biunfvoca. (corresponclencia de uno a uno). 

En los ejemplos 1 y 5 las transformaciones son biunfvocas. En el ejem- 
plo 2 tenemos una transformactón que no es biùnfvoca. 

Sea que un conjunto E se transforma biunfvocamente sobre el conjunto E^ 

Si A es un punto arbitrario del conjunto E y B es el correspondiente punto 
de Ej, le corresponda aquel punto A del conjunto E, cuya imagen es el pun- 

to B, se llama transformación inversa. 

Para determinar las funciones que definen la transformación inversa, 
es necesario resolver las ecuaciones (1) con respecto a x, y. 

Si ia transformación del conjunto E sobre el conjunto E^ es biunfvoca y 

continua, y-si la transformación inversa también es continua, se dice que 
la transformación del conjunto E, soore ei conjunto E^, es mutuamente 
c o n t i n u a . k 

Frecuentemente se dice, para abreviar, que el conjunto E. es la imagen 
continua (biunfvoca) del conjunto E. 

Ejemplos. 

1. La transformación inversa para el ejemplo 1 (vertambién el ejemplo 
3) se determina por las funciones: 

x = 2x' — p, y = 2y’ — q. 

2. La transformación inversa para el ejemplo 5 se determina por las 

funciones: , 

x = x' cos a ~\~y' sin *, y—y cos a-— x sina. 

. 3. Las transformaciones dadas en los eiemplos 1 y 5 son rnútuamente con- 
tinuas. 

Demos ahora algunos teorerrias sobre las transform&ciones conLÌnuas y 
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biunfvocas (omitiremos las demostraciones). 

Teorema 1. La transformación eontinua y biunfvoça de 
un arco simple (curva cerrada) es tarnbién un arco 
simple (curva cerrada). Tal transformación es mutua- 
mente continua. 

Teorema 2. La transformación continua y biunfvoca de 
un dominio también es un dominio. 

Teorema 3. La imagen continua y biunfvoca.de una cur- 
va cerrada simple C y de un dominio w, alojado en el 
interior de esta curva, es una curva cerrada simple CT 
y el dominio que está dentro de ella. En esta irans- 
formación la imagen de la curva C será la curva C y 
la imagen dei dominio » es el dominio •»'. Tal transfor- 
mación es mutuamente continua. 

3. Determ inante Funcional (Jacobiano). Si las fundones 
x’=/(x,y), /=<f(x,y), 

definidas en la vecindad de (x, y), tienen derivadas parciales de primer or- 
den en este punto, entonces la expresión 

/ ' <*■ yïfi (*, y) -/; (x, y)ú(x,y)= y> /j <J y | 


se llama determ inante funcional o jacobiano ae estas funciones. 
E1 jacobiano se represente por el sfmbolo: 



Ejemplo 1. Si 

x = rcos<p, y = rsin<p, 

entonces 



Demostremos ahora el siguiente teorema: 

Teorema. Si las funciones x'=/(x,y), / = V(x,y)- 


continuas en el dominio co, tienen derivadas parciales 
continûas entonces para todo punto (x, y), en el que el 
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jacobiano '7 T*x, yj ' es biferente de cero, se puede eie- 

gir una vecindad tal de dicho punto .que 1 a transforma- 
ción definida por estas funciones sea biunívoca en la 
vecindad elegida + L 

Demostración, Sea que en el punto ,y # ) e l jacobiano es diferen- 
te de cero, esto es, 

/;K, yj ( x 0 , yj -/; y 0 ) <?* ( x 0 . yJ¥> 0. (!) 


Aceptemos, contrariamente al teorema, que en toda vecindad del punto 
A se encuentren dos puntos distintos A'{x,y), yr{-h) t para los cuales 

se satisfacen las relaciones 


/(*-M, y + h)=f(x,y), ? (*+k,y-\-k) = <((x t y). (2) 

Tomemos la secuencia de círculos,, con centros en el punto A(x ùt yJ 
y con padios {/•„},ique tientjen a cero. Según lo supuesto, en cada unp de es- 
tos cfrculos se encuentran dos puntos diferentes A' m {x n ,y n ) {•*» + A », >* + *„}, 

para los que tenemos: 


/(•*»+*», y,-\-k \--f(x B , x ), 
<p (x n + h n , y n + *„) = <f ( x »« yJ' 


Según el teorema sobre el valor meaio tenemos: 


f(* n -\-h n ,y n + k n )-f\x H , y n )=h H f x (l n , i] n ) + k n fl(Z n ,T in ): 
(x n +h n , y n + k n ) — <p (x n , y n ) = h n <f’ x fô,»);) + k n f ý (Í B , r^) 


0, 
: 0 


(Ver Pág.188), donde 

L=x n + d n h n , i) n =sy n + b n k n , t' n = x n +VJl n , 

0<d.<i. o<o;<i. 

Por cuanto ^ y * no son sirnúltáneamente nulas, entonces del anterior 
sistema de ecuaciones homogéneas se desprende que 


f'* (S*> >)«) (£» ná) —f’y («», »i n ) (^;, = 0. 


( 3 ) 


Como 


tendremos 


lim r n = 0. 


ljm *„ = *,, lim_y n = y # , 
lim h n = 0, lim k n — 0. 


Pasando al lfmite y tomando en cuenta (3) y la suposición de que las de- 
rivadas parciales son continuas, obtenemos: 


+ ) Puede demostrarse también que nuestra transformación también es mú- 
tuamente continua en esta vecindad. 
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/i K. yj (*., j'o) —/; (* 0 . >«) <pí K, -v,)=o, 

Pero esto contradice la relación (I). Por consiguiente, existe cierta - 
vecindad del punto (x q , y Q ) en la que la transformación es biunfvoca. 

Ejemplo 2. 

Sea dado el sistema de ecuaciones 

y), = 

donde las funciones f(x t y), <p(*. V) son continuas y poseen derivadas parcia 
les contiiiuas en la vecindad del punto (x q , y Q ) en el cual el jacobiano es 
diferente de cero, y sea & ° 

f{x*,yj=a, <f (x 8 , yj = b. 

De acuerdo con el último teorema, existe un cfrculo K, con centro en 
el punto (x q , y Q ), en el que la transformación definida por las últimas ecua 

ciones es biunfvoca y continua. Según el teorema 3 (Pág. 370) la imagen - 
del cfrculo K será cierta curva cerrada C y el dominio <o estará dentro de 
esta curva, a la que, en particular, pertenece el punto (a,b). La transfor- 
mación es, además mutuamente continua. De esta manera, si (a^, b^) es - 

un punto arbitrario dentro de la curva C, entonces en el interior del cfr— 
culo K existe solamente un punto que satisface las ecuaciones. 

f(x,y) = a v <f(x,y) = b v 

Este punto varfa continuamente junto con (a^, b^ ). 

Observación 1. 

Si el jacobiano es diferente de cero en todos los puntos del dominiof» 
entonces la transformación en una cierta vecindad, de cada punto de este 

dominio es buinfvoca. Puede, sin embargo, suceder que la transforma- 

ción no sea buinfvoca en todo el dominio. 

Tomemos, por ejemplo, la transformación definida por las funciones: 

,x' = **cos.y, y = e*sin.y (— oo < x, y < -f-oo). 

EI jacobiano de estas funciones es igual a e* x ' , y por consiguiente, siem- 
pre es diferente de cero. No obstante, para x * 0, y - 0 ; x « 0,== 2 *ob- 
tenemos x'- 1, y'= 0, asf que la transformación no es biunfvoca. Además, si 
en algún punto el jacobiano tiende a cero, entonces, a pesar de ello, la trans 
formación en la vecindad de este punto puede ser buinfvoca. Asf la trans- 
formación definida por las funciones 

x’=x % , ý=y' (— oo < x, y< <x>), (1) 



372 


CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


ès biunfvoca; la transformación inversa se define por las funciones 

x=Vx\ y—Vŷ '’• 

E1 jacobiano de la transformación (1) es iŷual a 9 x*y* y por consiguien- 

te igual a cero, para x = 0 6 y = 0. 

Observación 2. Aceptemos que las funciones 
x'=f( Xì y), y' = y{x,y) h 

sean continuas en conjunto con sus derivadas parciales de primer orden, 
en un dominio conexo (ver Pág.167), Si se supone que la transformación, 
definida por estas funciones, es biunívoca puede demostrarse que el jaco- 
ciano es o donde quiera <o. 

Omitiremos la demostración. 

Ejemplos. 

3. Jacobiano de la transformación lineal 

x' 

es igual a a A — °A- . Si éste fuera diferente de cero, entonces, como se 

sabe de la teorfa de las ecuaciones lineales, el sistema podrfa resolverse 
con resoecto á ,x y á y obteniéndose ecuaciones de forma análoga. Tenemos, 
pues, una transformación biunívoca y continua de tooo el plano OXY sobre 
todo el plano O'X'Yf Si el jacobiano ( que en este ejemplo no contiene a las 
variables x, y) es igual a cero, entonces, corno se sabe de la Geometrfa A- 
nalftica, la imagen del plaio OXY será una recta o un punto. En este caso 
la transformación es continua pero no es biunfvoca. 

4. La iniroducción de coordenadas polares 

x=rcos(f, .y = rsin<p, 

puede considerarse como la transformación del plano tíe ias variables r, 
sobre el plano OXY. El jacofciano de esta transformación es igual, como se 
sabe éf r (ver Pág.370). Para r = 0 y parbitrario obtenemos x = 0, y = 0, 
esto es, todos los puntos de la rects r = O convergen al origen deeoordena- 
das del plano OXY. En la vecindad del punto (r, <f)f en la cual r=£0, , la 
transformación es biunfvoca y la transformación inversa se da por: 

r = VP+7 r , <P = «rcsln ŷ===í = arccos y > 

donde la elección del signo de las rafces asf como los valores del ángalo 
se determinan univalentemente de.acuerdo con la oontinuidad de la transfor- 
mación. 

Corrio los puntos (r, <f) s j y ( r, <f-|-2/m)f , donde n es un número entero arbi- 
trario, corresponden a uno y al mismo punto del plano OXY, entonces cada 
uno de los puntos de este plano es la imagende un conjunto infinito de puntos 
del plano (tí 'P)- 


Bn las aplicaciones es frecuente que se tome r^O, y un ángulo <f condi- 
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cionado o«í<p< 2lT - Se comprueba fa'cilmente que la imagen, biunfvoca y con- 
tinua, del dominio interior de un rectángulo, definido por las desigualdades 

OsSrsSo, 0sStpc2ir, 

es el dominio obtenido de la interioridad del cfrcuio ^a* eliminando de 

ella el segmento del eje 0<*<<», y = 0. 

5. La transformación 

x'=x+y, y' = xy 

es continua pero no biúnfvoca en todo el plano OXY. Efectivamente, a los 
puntos (x, y) y (y, x) simétricamente dispuestos con respectoa ia reota y * x, 
diferentes en general, corresponde uno y el mismo ounto (x", y'”). í Su cìeterrrn— 
1111 

nante funcional es igual \y x \ — x y ) porconsiguiente iêual a cero para la rec- 

ta y = x. Para encontrar ia imagen del pLano OXY, a partir de esta transfor- 
mación observemos que para el punto (x', y'”) dado^ los números x, son las ra- 
fces de la ecuación cuadrática. 

z' — x'z+y = 0 - 

Como es sabido esta ecuación ciene rafces reales, cuando y solarnente cuan- 

do x fi — 4y' s* 0. . Por consiguiente, la imagen del oiano OXY es el conjunto 

x >* 

de puntos (*\ /)> distribufdos bajo la parábola y'~~ç 6 en la PPQpia pará- 

bola. 


Según el teorerna de ia página , nuestra transformación es biunfvoca en 
cierta vecindad de cada punto (x q , y Q ), tuera de la recta y = x. Efectivamente 

resolviendo las ecuaciones conrespecto á x yyque definen la transformación, 


encontramos 


x'4-Vx'*-4y’ 
x— 2 ’ 


x' — Vx’ % - 4 y’ 

y= - 2 - 


x r — V x'* — 4v' _ x’ + Vx"-4y' 

x = - 2 ’ y ~~ 2 • 

Para cierta vecindad del punto x q , y Q tienen lugar la primera o la segunda 
de estas posibilidades, dependiendo de que se tenga x a >y 9 o bien, 


Si, por el contrario x q = y Q , la transformadón no será biunfvoca en ningu- 
na vecindad del punto (x 0 , ,y 0 ).yaque en-ioda vecindad puede encontrar.se un par 

de puntos simétricamente dispuestos confespecto a la recua y = x, cuyas ima- 
genes son uno y ei mismo punto del plano O' X" Y." 


Asimismo, si nuestra transformación es biunfvoca en un cierto dominio co- 
nexo «, entonces este dominio no puede contener ningún punto de la recta y = x 
y porconsiguiente, está aiojado completamente arriba o abajo de esta recta. 

De esto se deduce que el jacobiano tiene un signo constante en ei dominio (ver 
la observación 2, Pág.372). 
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PROBLEMAS 

I. Demostrar que para la transformación 

y' = 2xy 

la imagen del plàno OXY es todo el plano O’X'Y'.La transformación’no es biu- 
nfvoca en ninguna vecindad del punto (0, 0). 


2. Demostrar que para la transformación 


x' = x, y=zx* + y r 

la imagen del plano OXY será el canjunto de puntos del plano 0"X' Y"distri- 


bufdos arriba tìe la parábola f y en la misma. La transformación no 
es biunfvoca en las vedndades de los puntos del eje OX. 

4. Cambio de Variables en Integrales Dobles. Sean ■ • ly <»'£os 
dominios regulares, xìelimitados respectivamente por las curvas simpies ce- 
rradas Cy C' Admitamos que: lag _f úbçiQnes 


.jc'=/(jc, y), /=<?(*> y) 


son definidas y continuas, asf como sus primeras derivadas parciales, en cier- 
to dominio cerrado D que contiene en su interior parte del dominio V j'Sea 
P (xf y") una función continua en »'.‘Si deseamos introducir las nuevas varia- 
bles x, y, ligadas a las variables xf y' por las ecuaciones (*),íen la integral 


î î p ( x> > ý)dx'dy' 


se emplea la fórmula 


P(x', ý)dýdý = — P[f(x> y)> V(x, yÏÏTJfcfyttdy, 


donde 

e=±l- 

La fôrrtnula (1) es válida bajo las siguientes condiciones: 

1. La función P(x", y"), definida y continua en cierto dominio cerrado D'que 
contiene no solamente al dominio sino a toda imagen del dominio «jdespués 
de la transformación (*). 4 ' 

2. Las funcionesf/ f\ transforman biunfvocamente la curva C sòbre la cur- 
va Cf 


3. Si un punto recorre la curva C hacia la izquierda, entonces el puntoco- 
rrespondiente de la curva Cla recorrerá, según la condición 2, hacia la iz- 
quierda o hacia la derebha. En el primer caso tendremos e=*=_l,!, y en el se- 
gundo e = —1. p or tanto, e no depende de la función P(x", y") sino solamente 
de la tbansformación definída por lasfunciones y <?• 

Observación. De la condición 1 se desprende la existencia de la integral 
en el miembro derecho de la igualdad (I). En ouanto a la transformación biuni- 
voca en el interior del dominio, limitado por la curva C, no es posible decirna- 
da. 

Hanemos la demostración mencionada en la suposición que se satisfacen cier- 
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tas condiciones adicionales, a saber supondremos que; 

a) la curva C tiene una representación normal que satisface las condiciones 
de la Pág. 353 

b) E1 dominio • * (correspondientemente', *'))puede dividirse en un número fi- 
nito de dominios normales con 1 respectoa cada uno de los ejes OX, OY, (co- 
rrespondientemente, o'X'O'Y). )♦ 

c) Las funciones f(x, y) y tp(x, y) tienen derivadas parciales de segundo or- 
den, continuas en 

d) Existe una función F( x', definioa en D' que satisface la relación 

/y (x\ y')=P(x\y') (i) 

en el dominio 

Según el teorema de Green, tenemos: 

J y)^=-v)dxw. (2) 

La integral <se toma en dirección izquierda a lo largode ia curva C'. 

Sean las funciones 

x=«(0, >=P<0 <«,<•<«.) 

una representación normal de la curva Csegún la direoción izquierda. Enton- 
ces, en virtud de lacondición 2, las funciones 

x'=/[«((), {>(<)]= “(0, y=ï[<M0,^W]=^ (i) , 3 , 


serán una representación normal de la curva C." 

Como las funciones /. <P' tienen derivadas parciales continuas y de acuerdo 
con lo supuesto, la curva C sâtisface la condición (a), puede considerarse que 
el intervalo [( 0 , puede 9er dividido en un fiumero finito de intervalos, en 

los que las funciones a (i), tienèn derivadas continuas (en los extremos de 
los intervalos las derivadas son unilaterales), y por consiguiente, ìas funcio- 
nestt(0 y v(t) también tienen derivadas continuas en estos intervalos (en Iop 
extremos, unilaterales). En virtud de 3 tenemos: 

t, 

^ (x', y’) dx’ = e J F 0 <*), v (í)]«' (0 dt, (4 , 

donde B ==±l,dependierido de que la curva Cse recorre en la dirección izquien- 

da y el recorrido correspondiente de la curva C"se haga también en la direc- 
ción izquierda o en la contraria. (ver Pág.3.54 ) 
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De las relaciones (3) obtenemos (excepto para un número finito de puntos): 

?(()]«’w+/;[«w, p(')F«-, 

De aquí y de (4) se deduce 

tt íi 

J F (x', y’) dx' = z\ F[u (t), v (t)]f' x [a (t), p (/)] , \ f[ u (*), „ (/)]/' [« (*), 0 (/)] 0' (/) rf/. 

0 *• t,' 

Fácilmente se advierte que las integrales en el miembro derecho de esta 
igualdad son iguales, respectivamente, a las integrales 

£ F\f(x, y), <p (x y)]f’ x (x, y) dx, J F[f (x, y), y (x t y)]f, (x, y) dy, 

y ambas integrales se toman en la direcciiSn izquierda. Omitiendo, para sim- 
plificar, las variables x, y, puede por consiguiente, eBCribÌrse: 

(/, [f(/, T )/,<te+. [/(/.»)/,<')’• (5) 

Transformemos el miembro derecho de laigualdad (5) medianue la fórmula 
de Green. Obtenemos: 

{_iM + îí^]) ixdy , 

i[f y f,l =in, (/, «/;+ f ,,(/,»)»;]/;+ p (/,»)/:,. 

=[/;,(/, »)/;+/>(/. t)v'.}r,+Fif. »)/;,• 

Por tanto 

|F(^,/)íx'=-.JJ/;,(/, „)g£! «x^,. 

De aonde, en virtud de (1) y (2), obtenemos: 

/)«x'<(/=.JJP[/(X. /, T(X, 

Observación. Si la frontera del dominio «o' consiste de varias curvas 
cerradas ç C, . V. , C^.entonces el teorema anteriôr contináa siendo válido so- 

lamente en el caso en que la forntera del dominio * consista del mismo núm©' 
ro de curvas cerradas C x , C t , ..., C n , las que mediante las funciones /, í s& 

transformen biunfvocamente en las qurvas ^i» Ç»» '• • * . Procede suponer 

aún que si el punto describe las curvas C„ C„ ... en dirección izquierda, en- 
tonces el punto correspontìiente describe las curvas c\, C' t , ... , C n siempre 
en dirección izquierda o siempre en dirección derecha. 

La demostración se conduce anáiogamente a la anterior, si se hace uso del 
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teorema general de Green. (Pág.359 ) 

Gbservación 2.,Aceptemos que el signo jacobiano no cambia en 

el dominio »• Según la fórmula (1) 

V')^y = |jP(/, »){§£$] dxiy. (6) 

Aquf e=±l depende tfnicamente de f y de <p, pero no de P. Haciendo 
P( x", y") - 1, obtenemos: 

Por cuanto el miembro izquierdo de esta igualdad es positivo» la fundón 
e S(*, yÌ debe ser no-riègativa ya que según loS6upuesto el jacobiano 
no cambia de signo, y como e=±C entonces 



Por consiguiente, en este caso según la fórmula (6) encontramos: 

y P(y, y')dx'dy' = P(/, ï)| \ctxdy. (I j) 

Observación 3. Puede demostrarse que la fórmula (II) es válida sienr 
pre y cuando se satisfagan las condiciones siguientes: 

1) . Los dominios é y *' sean regulares; 

2) . Las funciones y <?(■*,' ý) transformen biunfvocarhente la parte inter 

del dominio • sobre toda la parte interior del dominio 

En este caso no es obligatorio suponer que la transformación sea biunfvocí 
sobre la frontera. 

Ejemplos. 

1. Calcular la integral 55 (•**dxdysobre el sector circular •, limitado por e 
eje OX la recta .V~* t g*( 0 <£*< 2 *) y ia circunferencia jr*4-y* = l. 

Hagamos 

jr=/cotf, yssrMo-f. 

Estas eçuaciones transforman biunfvocamente la interioridad del rectángu- 
lo 1, 0<<p<«) det plano ! {*’,<?) en la interioridad del sector «, y el 

jacobiàno 

U(r, ?) 
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tiene un signo constate. 

Por consiguiente 

SS (jf * + yt) dx dy =jj ( r * »in* f) rdrdf=j df^ r'dr=* . 

Para el cálcuio de la integral sobne todo el cfrculo unitario no podrfamos 
utilizar la trerisformación anterior ya que ella no es mutuamente unívoca en 
ninguna vecindad del punto r » 0. Sin embargo puesto que el resultado obte- 
nido es correcto para todo «<C 2n » tendremos que al pasar al lfmite, cuando 
a— >2jt, la integral sobre todo el cfrculo toma el valor ‘i.l 

Ck>mo este razonamiento es válido para cualquier funciôn continua la inte- 
gración sobre todo un arculo unitario puetìe llevafse a coordenadas polares, 
aunque aquf las condiciones de nuestro teorema no se cumplen. 

Esto, por otra parte, se sigue también tìe la observación 3 y de la propíedad 
de nuestra transformación (ver el ejerrplo 4, Pág.372). 

Cafcular el volumen del elipsoide 

g+S+^=>. 

Como el elipsoide es simétrjco con respecto al Dlano OXY, entonces 

Vs=s >$yV' -Ç-& dxd y’ 

y el dominio » de integración serfi la eiipse 

Hagamos x » au, y » bv. Se compnueba fácilmente que estas fótmulas deter- 
minan una reflexióp mutuamente unfvoca del cfrculo unitario K del plano OUV 
en la elipse a». Púesto que 


obtendremos: 

jj “x iy =jj Kl—®‘— obdadv. 

íntroduciendo las coordenadas polares «==rco*«p, v=rsin<p 
(ver el ejemplo aïìterior) •nooatramos 

J rVl — r l dr = \ n. 

Finalmente 

V=^v.ahc. 

Representemos por f(x, y), V(x,ý) dos funciones continuas y con derivadas 
parciales, continuas tambifin, en la vecindad del punto (x Q , y Q ). Supongamos 
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también que su jacobiano 



es diferente de cero en esie punto. 

La transformación definida por las ecuaciones 
x'=f(x,y), ý = <f(x,y), 

es mutuarnenie biunfvoca en la veciridad de cierto punto (x q y Q ). 

Asf, si se contruye un cfrculo k r ae radio suficientemente pequedo. con cen- 
tro en el punto (x q , y Q ), la imagen de este cfrculo será derta curva oerrada K p 

asf como el dominio que se encuentra en e. interior de esta curva. E1 área li- 
mitada por esta curva es igual a la integral 


Ỳ xW ='^ dxiy - 

Representando por m^y M p los valores mfnimo y máximo, respectivamen- 
te, del jacobiano, en.eL cfrculo K r obtenemos, según el teorema de la Pág. 335 

es decir, 

Si el radio r tiende a cero, entonces los número m y M , en virtud de la 

r r 

continuidad del jacobiano, tenderán al valor de éste en el punto (x Q , y Q ) . 


Por lo que 





Mulriplicando ambos miembros por * , obtenemos: 


lim 

o 



y* 


Vemos, asf, que la magnitud absoluta del jacobianoes igual a| lfmite de la 
relación entre i K r y x r y el jacobiano será positivo o negativo de acuerdo 

con que se conserve o no la dirección de circulación. Tenemos aquf cierta 
analogfa con las propiedades conocidas de la derivada de una función de una 
variable. 
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PROBLEMAS 

1. Por medio de los ejemplos snteriores de cambios de variables, calcular: 

a) El volumen <je la porción del elipsoide 

^+Ŷ + í^ 1 ’ 

alojada en el primer octante entre los planos x - 0 , y ■> 0 , z = 0 y el plano 

K«i*c (5 — 4). 

b) E1 volumen del cuerpo determinado por la irrtersección de la esfera 

*»+/+**='* 

con el cilindro circular 


**+/ = «* (a>r). 

c) Las coordenadas del centro de gravedad (ver Pág. 343 , probìema 6 ) de 
un cuarto de la elipse 

-y+ír-. 1 * 

alojado en êl primer cuadrante: 

, 4a jb 
S = 3Ï’ 1 3tc’ 

3. Demostrar mediante un cambio de variables, que la transformación 
x' = Vl, y' = -2xVy, 

es biuniVoca para y "> 0 . Y due posee la propiedad de aue la imageo de cualquier 
dominio cerrado del plano OXY (alojado sobre el eje OX) es un dominio cerra- 
do con la misma área. 
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INTEGRAL MULTIPLE. 

I. Integral Triple . Sea D un conjunto de puntos y t z ) 
espacicbAYZflue satisfacen las desigualdades 
b^y^b', 

Evidentemente D es un paralelepfpedo recto voiumen 
\=(a' — a) (b' — b) (c' — c) 

y 


/= V(a' — a) a + (b' — b )* + (c' — c)\ 


es su diagonal. 


Dividamos aD en un número finito de paralelepfpedos rectos de vo - 
lúmenes +). Llamaremos cortadura í* al conjun - 

to de estos paralelepfpedos rectos. Representaremos con lîp a la 

mayor de las diagonaies de los paraielepfpedos. 

Se dirá que la secuencia de cortáduras es normal si 
lim |Î„1 = 0. i 

Admitamos que en el paralelepipedo recto D,/(x, y, z). es una función 
definida y acotada. Formemos una cortadura 4- árbitrana y elija r 
mos también arbitrariamente en cada paralelepfpedo de los que consti- 
tuyen la cortadura 4,' un punto. Representemos las coordinadas de - 
los puntos escogidos por (S„ i),, Ç,), (£,, jj t , ç t )... y formemos la suma: 

A=f(l v i), Q At,+/«,, i)„ C t )At t +... 

Si para cada secuencia normal de cortaduras la correspon- 

tíiente secuencia de la sumas {Aj tiene lfmite, se dice que la fun — 

ción/(x, y, «>es integrable en D. Puede demostrarse (como en la - 

doble integral) que en este caso las secuencias {A n } tientíen a un If- 

mite común al que llamamos integral triple de la función 
f(x, y, *) en el paralelepfpedo recto C. Se representa me- 


diante el sfmbolo 




/( x, y, z)dx hjih 




f(x, y, z)dx<Lydz. 


+ ) En lo que sigue tanto los paralelepfpedos como los dominios se - 
representarán también por At„ (Nota de la Red). 
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2. Integral Múitiple. Sea D ei conjunto de puntos (x, y, z, t) del 
espaCio tle cuatro dimensiones, que satisfacen las desigualdades: 
a<:X^a’, b^y^b', c^z^b', de^ttszd'. 

E1 conjunto D se llama intervalo del espacio tetradimensional 
(Pag.202). 

Como medida de este intervalo (al que también llamamos valumen) 
se tiene el número 

x=(a' — a) (b' — b) (c' — c) (<t — d). 

Se llama diagonal del intervalo al número 

l=V(a'-a)' + (tf -b)' + (c’ ÏÏ ~dŶ. 

Dividiendo el intervalo D en un número finito de intervalos de medi- 
da Àx,, Ax t ,... obtenemos la cortadura £ . Representamos con 

/í/i a la mayor de las diagonales de los intervalos que entran en la 
cortadura . Se dice que la secuencia de las cortaduras 

es normal, si 


llm |Î*1 = 0. 

*-»00 

Sea que la función f( X , y,x, t) y es definida y acotada en el intervalo - 
D. Tomemos, arbitrariamente, en cada intervalo At t , ... un pun - 

to cuyas coordinadas serán respectivamente (&i* ’li» ^i» *»)»•$»* T )«» C*» **)»••• 
y formemos la suma: 

,, li* C|> t t ) AtgC*, t a ) At t -f-... 

Si para cada secuencia normal de cortaduras (i n ) , la correspon- 

diente secuencia de sumas \A H ) tiene lfmite, entonces se dice que la - 

función f(x, y, z, f) esintegrable enel intervalo D. E1 Ifmite común 

de las secuencias ÍA»} se llama integral cuádruple de la fun_ 
ción f(x,y, x,f) en el intervalo D. Se representa mediante - 
el sfmbolo 

5SS$/(** y> z ’ Ù JflJ/fc y, x, i)dxdydzdt. 

Se define similarmente la integral múltiple en un espacio de un núrne 
ro cualquiera de dimensiones, 

3. Condiciones de Integrabilidad. Los teoremas 1,2,3 y 
4 (Pár. 2 , Pag.327) siguen siendo válidos para las integrales triples y 
múltiples En los teoremas 1, 2, 3, en calidad de dominio D, debe tomar 
ee un paralelpfpedo recto como intervalo. Las demostraciones de estos 
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teoremas son análogas. En el teorema 4 se hace la modificación si-- 
guiente: en el caso de la integral triple suponemos que los puntos de 
discontinuidad de la función subintegral están alojados en un número 
finito de superficies que son las imágenes geométricas de la funcidn 
continua ï=f(x£y) o de ^x=j(yVz)* o y^^C*» *).En el caso de la inte-- 
gral cuádruple supondremos que los puntos de discontinuidad están - 
sobre un número finito de imágenes múltiples, que son imágenes geo 
roétricas de funciones continuas tales como t=f(x t y“'z), o x = <p(y^z, t) 
etc. 


Variantes análogas se introducen c»ara el caso de mayor número 
de dimensiones. 

4. La integral múltiple como reiteración. 


Teorema. Si la función f(x, y, z) es continua en el -- 
paralelepípedo recto/)(a<jc<a’ 1 í«£>< í<z<f')entonces 

Mlí 1 

= y, z)dzjdy]dx. 

La demostración de este teorema es análoga a la del teorema del 
Pár. 3, Pág. 328. 

Un teorema análogo tiene lugar para las integrales múltiples. 


Observación. Puede demostrarse un teorema más general. - 
Aceptemos que la función fjx,y, z)es integrable en D y que para todo 
par de valores x, y la funcion f( x , y t Z ) % considerada como función de - 
una sola variable'«j* es integrable. Bajo taies condiciones puede afir- 
marse que: ^ 

j) y)-rr J /(-** y* *)<** es una función integrable en el rectángu- 

lo B(**zx«t t t, <y< tf) t 


2 ) 


S|Î/(X t y, Z)dX=^ỳ {Xt y t z)dg } d0 

b sobre el parale 


Ejemplo. Calcular la integraT 5 W 
lepfpedo recto D determinado por las desigualdades 


obtenemos: 


0<x< a , 00 <z<e. 

ÍJÍ ^ [|{| (X* +X 1 + rfy] ^ = 
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=j[í«*+.Çí+»Ç]</X= 

= î r+ î T+ î F=f (a, + i '+ í *'- 

5. Integral Múltiple sobre un Dominio. Sea ô; un do- 
minio acotado y cerrado en el espacio tridimensional, (ver Pág. 202). 


Admitamos que la función /(■*. v.~ *>es definida y acotada en el do- 
minio » Sea D un paralelepfpedo recto cualquiera. 

(a<x<a', b<,y < b' c*Zz<c% 


que contiene al dominio 
haciendo 


F(x, y, z) 


f(x, y, z) 

.,.0 


Definamos en D una nueva funciÓn F\x, y, z), 


Diremos que la función f(x % y, z) es integrable en <ai si F(x, y, zj 

es integrable en D. Llamaremos al valor de la integral ^ F(x, ỳ, z)dx 

integral triple de la función f(x,y,z). en el dominio t» . La triple jnte- 
gral sobre el dominio * se representará, corr-o antes, mediante el - 
sfmbolo 

mf(x.y,z)dt. o JJJ/(x, y, zjdxdydz. 

m m 

\ 

A sf , pu © e, seg ún ia definícíôn arriba mencionada 

JJJ/<*. y, z)dT=$$$F(x, y, z)dt. 

Como fácilmente se comprueba, para la triple integral tiene lu- 
gar una observación análoga a la de la Pág. 333. 

E1 dominio cerrado e s regular si su frontera con- 
siste en un número finito de superficies suscepti- 
bles de representarse en una de las siguientes for 
m as 

z=f(x, y), y^<e(x, z), x==ỳ(y, z). 

E1 lector comprobará fácilmente, que los teoremas 1 y 2 (Pág. - 
333) son válidos también para las integrales triples (con los cambios 
correspondientes). 

E1 volumen de un dominio regular cerrado » se determina por 
la fórmula _ 

i«i=SîW 


Tal definición y teoremas tienen lugar para integrales múltiples 
cualesquiera. 
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Fácilmente podrá el lector formular los teoremas 1, 2, 3 Par. 5 
( Pág. 334 ) para las integrales múltiples. Las demostraciones son - 
análogas. 

Como valor medio de la función/(x, y , *)en el dominco •’ obtene- 
mos la cantidad 

6 . La Integral Múltipie como Reiteración en un- 
Dominio. Sea «i un dominio retular en el piano OXYy «undomi- 
nio regular en el espacio de tres dimensiones, definidos de la siguien 
te manera: F1 dominio « está constituido por todos los puntos(*. >, *) 
para los cuales el punto(jf, y) perteneciente a y z satisface las de- 
sigualdades 

<fi(x, p,(jf, >), 

donde (p, (x, y) y<P,(x, y) son funciones continuas definidas en A tal - 
dominio lo llamaremos nonmal con relación al pianoOAT. E1 do— 
minio « está delimitado por las superficies z= y, (x,y), z=f t lx,y) y- 

la superficie lateral del cilindro de base •„ cuyas generatrices son 

paralelas al ejeOi:. Sea D un panalelepfpedo recto cualquiena determi 

nado pop las desigualdadesa<jf<a'. b<y*zb', c<z<c' que enciepra al 
dominio *>. Si la función f( X , y , z) es continua en «, entonces, como - 
sabemos: 

JJJ/(*,y, íXft^JJJf (*.,.,)*, 

donde^f*. y> *)=/(•*, y, z) en a y f(x, y, z)=0 en los restantes puntos- 
del papalelepfpedo D. 

La función F(x, y, z), considepada como función de una sola varia- 
ble z, tiene no más de dos puntos de discontinuidad: estos pueden sen 
solamente los puntos en los que la recta que saliendo dei punto(x, y) . 
paralelamente a 02, intersecta la frontena del dominio •. Por consi- 
guiente, para todo punto (x, >)existe la integpal 

c* 

5 ?(x, y, z)dz=W (x, y). 

De donde, en vintud de la observación de la Pág. 383 se despren- 
de que ^ 

5SS f (*> y* *) dx —l jS F (*> y> *) dx =S $ { Ỳ(*> y> *)</*} <*», (*) 

donde £>' peppesenta el pectánguio definido pop las desigualdades 

a<x<a' b*S>y<b'. 

Pero como fácilmente se adviePte, papa x , y fijos, tenemos 
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W(x,y)=\F(x,y, z)dz = J F(x,y, z)dz= 

*<*.*) 

= J f(x,y,z)dz, (2) 

*<(*.*) 

cuando (jt, y) pertenecen a y 

e> 

ÏP(*,y) = $/?(*, y, z)dz = 0 

C 

en los restantes puntos del rectángulo D\ 

Por consiguiente. 

j J W (x, y) rfa = j J W (x, y) d<s. 

Asf pues, en virtud de (l) y (2) 

$$J/ y> J f(*> y> z)dz}dz. 

" "I ?!<•*.>) 

Fórmulas análogas se obtienen para dominios normales en relación 
con los planos OYZ y OXZ. 

Ejemplos. 

1. Caicular la integrai j j j(2 jc" f"— z)dxdydz en el prisma trian- 

guiar, de caras z = 0, z=a, x = 0, y = 0, x -\~y = b (a>0, £>0). 

Tenemos <P, (*. y) — 0, <p t (x, y) = a. E1 dominio <o, , en el plano OXY se- 

rá cl triángulo de lados 

x = 0, y = 0, = 

Asf pues, 

^5 (2x + 8 ‘ V “ r) * frfV<,ir:= n{f(2 Jie + 3j<-jr)tó}rf(j. 

Como 

J ( 2x + 3.V — z) dz = (2x -j- Sy) a — ~, 
entonces, finalmente, para nuestra integral obtenemos: 

b 'p — x 

íí[ (2jf + 3 y) a — ^\<*° = l<lx J [(2x + 3y)a — dy = 

2. Calcular el volumen de un dominio normal con respecto al plano - 
OXY. 

Conservando la notación anterior, obtenemos: 
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esto es 


» u>l 

v=== îî^«< x » *>—?»(*. y)]*° 


(ver Pag.340 Ejemplo 4) 

PROBLEMAS 

1 . Calcular la triple integral 

JJJ(1 -x)*YÌ-fdxdydt 

en el paralelepfpedo recto D, limitado por los planos je=:± l, 

Respuesta. 

2. Las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo homogéneo 
son ios valores medios de las funciones *, y, z, es decir 

«-^rîíí»* 

Determinar el centro de gravedad; 


a) de la octava parte del elipsoide 
alojada en el primer octante. 


b) Del cono circular de radio r y altura w. 

Respuesta. a) S = -g-<*, C=-| c; b) sobre la altura del cono a una 

distancia -i® desde la base. 

3. Calcular el triple integral $$$ x?tAnydx en el dominio «, nor - 

mal con relación al plano OKZ.com prendido entre este plano y las super - 
ficies 

jc=I-fcoe> (0 ^y^vij Q*zzs^2n). 

Respuesta: 
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